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du gradede mâ�tre �essciences(M.Sc.)

D�epartement de g�eniem�ecanique

FACULT �E DES SCIENCESET DE G�ENIE

UNIVERSIT �E LAVAL

QU�EBEC

NOVEMBRE 2001

c Jean-Fran�coisAllan, 2001



R�esum�e

Cem�emoirepr�esente l'analysedynamiquede3 nouveauxm�ecanismes: un m�ecanisme

parall�ele spatial �a 3 degr�esde libert�e, un m�ecanismeparall�ele sph�erique �a 4 degr�esde

libert�e et un m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�esde libert�e. Pour chacun de ceux-

ci, dont l'architecture a �et�e �elabor�ee dans le but de concevoir un simulateur de vol

o�ran t de bonnesperformances,nousavons�etabli le mod�eleg�eom�etrique, les�equations

de position, de vitesseet d'acc�el�eration, la mod�elisation desdi� �erents corpset le calcul

dese�orts aux actionneursavecl'utilisation du principe du travail virtuel. Une seconde

m�ethode pour le calcul descouplesaux moteurs, soit l'approche classiquede Newton-

Euler, est �egalement utilis�eepour le m�ecanismeparall�ele spatial �a 3 degr�esde libert�e.

A�n de v�eri�er les r�esultats obtenus, un bilan d'�energieet le logiciel de simulation

dynamiqueADAMS sont utilis�es.

Jean-Fran�coisAllan Cl�ement M. Gosselin
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1

In tro duction

Depuislesann�eessoixante, avecle d�eveloppement de l'industrie a�eronautique,l'uti-

lisation desm�ecanismesparall�elesa commenc�e �a sefaire plus fr�equente avecla venue du

m�ecanismede Gough-Stewart �a 6 degr�esde libert�e pour la cr�eation despremierssimu-

lateurs devol. Toutefois,cen'est quedepuislesann�eesquatre-vingt quelesm�ecanismes

parall�elesattirent fortement l'attention des chercheurs. Ceci a donc permis, dans les

derni�eresann�ees,la miseau point de nouveaux m�ecanismesdont les applications sont

tout �a fait int�eressantes [1].

Or, au Laboratoire de robotique de l'Univ ersit�e Laval, l'un desprojets de recherche

consiste�a concevoir un simulateur de vol o�ran t de bonnesperformanceset qui o�re de

faiblescôuts de fabrication et d'op�eration par rapport aux simulateurs de vol existants.

Puisquelessimulateurs de vol commerciauxactuelslesplus populairesdemeurent ceux

qui ont une architecture bas�eesur le m�ecanismede Gough-Stewart, il serait int�eressant

d'observer d'autres architectures qui permettraient de conserver un bon niveaude per-

formancetout en r�eduisant les côuts.

Par ailleurs, les travaux r�ealis�es par Pouliot, Gosselinet Nahon [2] ont permis de

r�ev�eler que,dansla majorit �e descas,un m�ecanisme�a 3 degr�esde libert�e est en mesure

deproduire unesimulation demouvement qui estdequalit�ecomparable�a celleproduite

par un m�ecanismede Gough-Stewart �a 6 degr�esde libert�e. Or, avec moins de degr�es

de libert�e, on requiert moins d'actionneurset de châ�nescin�ematiquesentre la baseet

la plate-formemobile, cequi contribue �a r�eduire lescôuts de fabrication et d'op�eration
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avec un designappropri�e. De plus, commeles travaux de Zlatanov et Gosselin[3] le

soulignent, les simulateurs de vol actuels ne peuvent produire une bonne simulation

de mouvement en translation verticale, notamment appel�ee le heave. Ainsi, lors de la

conceptiond'un nouveausimulateur devol, il serait int�eressant decombler cette lacune.

En comparant plusieurstypesd'architectures et en en remodelant de nouvellesa�n

d'obtenir les degr�es de libert�e d�esir�es pour la cr�eation d'un �eventuel simulateur de

vol, 3 nouveaux m�ecanismessont s�electionn�es. Il est �a noter que la mise au point de

l'architecture de ceux-ciest le r�esultat d'une collaboration avec plusieursmembres du

Laboratoire de robotique de l'Univ ersit�e Laval, soit l'implication de Cl�ement Gosse-

lin, Dimiter Zlatanov, Boris Mayer St-Onge, Ilian Bonev, Thierry Lalibert�e et Pascal

Dufour. Globalement, cesm�ecanismeso�ren t commemouvement �a la plate-formeune

translation verticale en plus de 2 ou 3 degr�esde libert�e en rotation. Avec un chapitre

de cem�emoirequi est d�edi�e �a chacun de cesm�ecanismes,ceux-cisont

{ un m�ecanismeparall�ele spatial �a 3 degr�esde libert�e (chapitre 1);

{ un m�ecanismeparall�ele sph�erique �a 4 degr�esde libert�e (chapitre 2);

{ un m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�esde libert�e (chapitre 3).

Concernant le m�ecanismeparall�elespatial �a 3 degr�esde libert�e, il s'agit d'une toute

nouvelle architecture qui s'inspire, �a sonorigine, desdegr�esde libert�e donn�esau Heave-

Pitch-Roll Platform pr�esent�eeen[2]. Pour cequi estdu m�ecanismeparall�elesph�erique�a

4 degr�esde libert�e, il estun d�eriv�e de l' oeil agile (un m�ecanismesph�erique�a 3 degr�esde

libert�e bien �etudi�e [4 �a 11]) pouvant en plus e�ectuer une translation verticale. Notons

que la cin�ematiquede cenouveaum�ecanismea �et�e �etudi�eegrâce�a une approche bas�ee

sur les visseurset les torseursen [3]. Pour ce qui est du m�ecanismehybride sph�erique

�a 4 degr�es de libert�e, il s'agit de la combinaison en s�erie de l'oeil agile sur lequel on

retrouve un m�ecanismede translation (similaire au m�ecanismeplan RRRP pr�esent�e

dansun exempled'application en [12]), qui active une secondeplate-forme.

Une fois les 3 nouvellesarchitectures �etablies,dans une optique visant le contr ôle

du simulateur [9, 11], il est n�ecessairede connâ�tre les �equations reli�eesau mouve-

ment, c'est-�a-dire qu'il faut �etablir les �equationsde position (r�esolution du probl�eme

g�eom�etrique inverse[13]),devitesseet d'acc�el�eration a�n deconnâ�tre lesrelationsentre

le mouvement desactionneurset les degr�esde libert�e de la plate-forme [14]. De plus,
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pour contr ôler le mouvement du simulateur avec un terme pr�edictif, il faut r�esoudre

le probl�eme dynamique inverse[15] qui consiste�a prescrire l' �evolution des positions,

vitessesou acc�el�erationsarticulaires a�n ded�eterminer l' �evolution descouplesou forces

articulaires n�ecessairespour produire cemouvement.

Pour le premier m�ecanisme�etudi�e au chapitre 1, deux m�ethodes sont employ�ees

pour le calcul descouples: l'approcheclassiquedeNewton-Euler [6, 7] et l'utilisation de

principedu travail virtuel [16�a 18].En analysant la proc�eduredecesdeuxapprochesqui

m�enent aux mêmesr�esultats,on serend compteque l'utilisation du principe du travail

virtuel est une m�ethode plus rapide, moins côuteuseau niveau des calculs (pour un

m�ecanismecompos�edenombreux corps,Newton-Eulerrequiert l'in versiond'un syst�eme

d'�equationsde tr �esgrandetaille [5]) et qui permet d'avoir unemeilleurecompr�ehension

desinterrelations entre les di� �erents param�etresqui inuencent les r�esultats. Pour ces

raisons,lesm�ecanismesdeschapitres 2 et 3 sont uniquement trait �esavecle principe du

travail virtuel.

D'autre part, au niveau des 3 chapitres, une m�ethode tr �es e�cace pour v�eri�er

l'exactitude des couples ou forces obtenus aux actionneurs est d'e�ectuer un bilan

d'�energie[6]. De plus, une secondev�eri�cation est e�ectu�eeavec le logiciel de simula-

tion dynamiqueADAMS. Ainsi, env�eri�an t dedi� �erentes fa�conslesr�esultatsd�ecoulant

des�equationsde la cin�ematique et de la dynamique, on s'assurequ'aucuneerreur ne

s'est gliss�ee�a l'in t�erieur des�equationsd�evelopp�ees.Donc, �a toute �n pratique, lescha-

pitres 1, 2 et 3 pr�esentent une analysedynamiquecompl�ete pour chacun desnouveaux

m�ecanismesqui repr�esentent de bons candidatspour la r�ealisation d'un simulateur de

vol ayant une toute nouvelle architecture.
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Chapitre 1

M �ecanisme parall �ele spatial �a 3

degr �es de lib ert �e

1.1 Mo d�ele g�eom�etrique

Le m�ecanismeparall�ele spatial �a 3 degr�esde libert�e (not�e MPS3DDL) secompose

d'un m�ecanisme�a 6 barresA1B1C1C2B2A2 (dont le mouvement est limit �e au plan xz)

coupl�e par l'in term�ediaired'une articulation sph�eriqueenC3 �a un m�ecanisme�a 5 barres

A3B3C4B4A4 (mouvement seulement possibledans le plan yz).

La �gure 1.1 montre l'architecture du MPS3DDL avec sesprincipaux param�etres.

La plate-forme du MPS3DDL, dont le centre est O0, est contr ôl�eeavec les 3 moteurs

situ�es sur la baseen A1, A2 et A3. En A4, on retrouve une articulation passive qui

sert principalement �a assurerla stabilit �e du mouvement desmembrures A3B3, B3D et

DC3 dans le plan yz. Un rep�ere �xe R xy z d'origine O est �x �e sur la baseform�eepar
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PSfrag replacements
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C1
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B2
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A3

B3

C3

A4

B4
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� 1
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� 3

� 4

� 1

� 2

� 3

� 4

�

l1

l2

l3

l4

l5

l6

l7

l8

l9
l10

l11

l12

l13

h1

h2

h3

h4

axe k x

axe k y

axe k x

axe k x

axe k y

axe k y

Fig. 1.1 { M�ecanismeparall�elespatial �a 3 degr�esde libert�e.

l'emplacement dansle plan xy despoints A1 �a A4. Avec la distancehi s�eparant chaque

articulation A i du point O, on �etablit les vecteurssuivants

a1 = [h1;0;0]T (1.1)

a2 = [� h2;0;0]T (1.2)

a3 = [0; � h3;0]T (1.3)

a4 = [0;h4;0]T (1.4)

Un rep�eremobile R 0
x0y0z0 est attach�e au centre de la plate-formeO0. Lesaxesx0 et z0

suivent respectivement la direction de O0C1 et C3O0. Pour repr�esenter l'orientation de

la plate-forme,une matrice de rotation Q = QxQyQz est utilis�eeo�u lesanglesd'Euler
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autour de x, y et z sont respectivement � , � et  . Donc, la matrice Q est

Q =

2

6
6
6
4

cos� cos � cos� sin sin�

sin� sin� cos + cos� sin � sin� sin� sin + cos� cos � sin� cos�

� cos� sin� cos + sin� sin cos� sin� sin + sin� cos cos� cos�

3

7
7
7
5

(1.5)

Pour indiquer la position de la plate-forme,on utilise le vecteur OO0, not�e p, suivant

p = [x;y;z]T (1.6)

1.1.1 Con train tes du MPS3DDL

En �etablissant le point O0, on peut localiserlespoints C1, C2 et C3 avecl'expression

suivante

ci = p + Q[ci ]R 0 i = 1;2;3 (1.7)

o�u

[c1]R 0 = [l3;0;0]T (1.8)

[c2]R 0 = [� l4;0;0]T (1.9)

[c3]R 0 = [0;0; � l13]T (1.10)

Or, puisquele m�ecanisme�a 5 barresne peut sortir du plan yz, la coordonn�eeen x de

C3 est nulle. Donc, �a partir de l' �equation (1.7) o�u i = 3, on tire que

x = l13 sin� (1.11)

De mani�ere similaire, �etant donn�e que le m�ecanisme�a 6 barresne peut sortir du plan

xz, la coordonn�eeen y de C1, C2 et O0 est nulle. Ainsi, en partant de l' �equation (1.7)

avec i = 1 ou i = 2, on trouve la relation suivante

tan  = � tan � sin� (1.12)

De cette fa�con, la position et l'orientation de la plate-forme, d�e�nie par le vecteur � ,

est obtenue en indiquant la valeur de z, � et � puisque

� = [x;y;z;�;� ; ]T = [l13 sin� ;0;z;�;� ;atan(� tan � sin� )]T (1.13)
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1.2 Probl �eme g�eom�etrique inverse

La r�esolution du probl�emeg�eom�etrique inverse(PGI) va permettre de trouver les

angles� 1 �a � 4 au niveau de la basequi correspondent �a une certaine position et orien-

tation de la plate-forme. Avec l'aide des �gures 1.2 et 1.3 qui indiquent la g�eom�etrie

desm�ecanismes�a 6 barreset �a 5 barres,on serend compte qu'il s'agit de r�esoudrele

PGI de 4 m�ecanismesplans �a 2 degr�esde libert�e chacun o�u A i et Ci sont connus.

PSfrag replacements

O x

z

A2

B2

C2

C1

B1

A1

u2

v2

u1

v1

axe k x

axe k x

l1

l2
l3

l4

l5

l6

x0

z0

y0

O0

� 2
� 1

� 2

� 1

Fig. 1.2 { M�ecanisme�a 6 barres(dans le plan xz).

Toutefois,pour localiserC4 (voir la �gure 1.3), il faut calculer l'angle � puisquele

positionnement de la partie passive d�epend seulement de l'emplacement despoints A3,

B3 et C3. En associant un rep�ere R 1 x1y1z1 dont l'origine O1 co•�ncide avec le point C3,

l'axe z1 suit la direction de DC3 et l'axe y1 suit la direction de B3C4 (l'axe y1 est donc

orient�e selonun angle� avec l'axe y), on �etablit que le vecteur OC4 est

c4 = c3 + Q1[c4]R 1 (1.14)

avec

[c4]R 1 = [0;l10; � l9]T (1.15)

Q1 =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� � sin�

0 sin� cos�

3

7
7
7
5

(1.16)

� 1 = atan(l9=l8) (1.17)
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PSfrag replacements

O y

z

O0

A3

� 3

u3

l7

B3

�

� 1

� 3

axe k y

axe k y

axe k y

v3

l8

l10

l9

l11

l12

D

C3 = O1

C4

�

�

y1

z1

u4

v4

A4

� 4

B4

� 4

Fig. 1.3 { M�ecanisme�a 5 barres(dans le plan yz).

� 3 = atan2(c3z � b3z;c3y � b3y) (1.18)

� = � 3 � � 1 (1.19)

Pour solutionner le PGI associ�e �a chacunedesarticulations en A i , �etant donn�e que

la m�ethode de r�esolution est identique pour i = 1;:::;4, utilisons les vecteursL 1 et L 2

o�u les �el�ements i de cesvecteursrepr�esentent respectivement la norme desvecteursu i

et v i . Ainsi, on tire que

L 1 = [l1;l6;l7;l12]T (1.20)

L 2 = [l2;l5;
q

l2
8 + l2

9;l11]T (1.21)

Or, on a que

v i = ci � ai � u i ; i = 1;:::;4 (1.22)

avec

u i = L1i [cos� i ;0; sin� i ]T ; i = 1;2 (1.23)

u i = L1i [0; cos� i ; sin� i ]T ; i = 3;4 (1.24)

En prenant le carr�e de la norme de v i , on obtient

vT
i v i = L2

2i = (ci � ai � u i )T (ci � ai � u i ); i = 1;:::;4
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L2
2i = (ci � ai )T (ci � ai ) � 2(ci � ai )T u i + L2

1i ; i = 1;:::;4 (1.25)

De plus, en consid�erant les vecteursunitaires suivants

e1 = [1;0;0]T (1.26)

e2 = [0;1;0]T (1.27)

e3 = [0;0;1]T (1.28)

l' �equation (1.25) devient sousla forme

K 1i cos� i + K 2i sin� i + K 3i = 0; i = 1;:::;4 (1.29)

avec

K 1i = 2(ci � ai )T L1i e1; i = 1;2 (1.30)

K 1i = 2(ci � ai )T L1i e2; i = 3;4 (1.31)

K 2i = 2(ci � ai )T L1i e3; i = 1;:::;4 (1.32)

K 3i = L2
2i � L2

1i � (ci � ai )T (ci � ai ); i = 1;:::;4 (1.33)

En utilisant les identit �es

cos� i =
1 � t2

i

1 + t2
i
; i = 1;:::;4 (1.34)

sin� i =
2t i

1 + t2
i
; i = 1;:::;4 (1.35)

avec

t i = tan

 
� i

2

!

; i = 1;:::;4 (1.36)

on trouve la relation

[� K 1i + K 3i ]t2
i + [2K 2i ]t i + [K 1i + K 3i ] = 0; i = 1;:::;4 (1.37)

cequi implique que

t i =
� 2K 2i �

q
(2K 2i )2 � 4(� K 1i + K 3i )(K 1i + K 3i )

2(� K 1i + K 3i )
; i = 1;:::;4 (1.38)

Ainsi, l'angle recherch�e � i est

� i = 2atan(t i ); i = 1;:::;4 (1.39)
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�Etant donn�e qu'il y a deux solutions possibles�a l' �equation (1.38), le MPS3DDL

peut ainsi adopter 16 con�gurations di� �erentes pour atteindre une certaineposition et

orientation au niveaude la plate-forme(8 con�gurations si on neconsid�erepasla partie

passive avec i = 4). Toutefois, a�n d'avoir les coudesdesm�ecanismesvers l'ext�erieur

pour �eviter les interf�erencesm�ecaniques,on choisit le signedevant le radical comme

�etant +, {, {, + respectivement pour i = 1;:::;4.

Unefois le PGI r�esolu,on peut d�eterminerla position detous lespoints du MPS3DDL

pr�esent�es sur la �gure 1.1. Or, les vecteursai et ci , i = 1;:::;4, ont d�ej�a �et�e calcul�es

(voir les �equations(1.1) �a (1.4) ainsi que (1.7) et (1.14)). Pour localiser les points B i ,

i = 1;:::;4, et D, on a que

b1 = a1 + l1[cos� 1;0; sin� 1]T (1.40)

b2 = a2 + l6[cos� 2;0; sin� 2]T (1.41)

b3 = a3 + l7[0; cos� 3; sin� 3]T (1.42)

b4 = a4 + l12[0; cos� 4; sin� 4]T (1.43)

d = c3 + Q1[0;0; � l9]T (1.44)

Pour les angles� 1, � 2 et � 4 (� 3 est calcul�e �a l' �equation (1.18)), on trouve que

� 1 = atan2(c1z � b1z;c1x � b1x ) (1.45)

� 2 = atan2(c2z � b2z;c2x � b2x ) (1.46)

� 4 = atan2(c4z � b4z;c4y � b4y) (1.47)

1.3 �Equations de vitesse

En d�erivant l' �equation (1.25) par rapport au temps, on obtient

2(ci � ai )T _ci � 2uT
i _ci � 2(ci � ai )T _u i = 0; i = 1;2;3 (1.48)

Il est �a noter qu'on ne tient pascomptedu caso�u i = 4 puisquel'articulation n'est pas

motoris�ee.En remaniant l' �equation (1.48), on tire que

(ci � ai � u i )T _ci = (ci � ai )T _u i ; i = 1;2;3 (1.49)

vT
i _ci = (ci � ai )T _u i ; i = 1;2;3 (1.50)
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Or, en d�erivant les �equations(1.23) et (1.24), on obtient que

_u i = _� i E i u i ; i = 1;:::;4 (1.51)

avec

E1 = E2 =

2

6
6
6
4

0 0 � 1

0 0 0

1 0 0

3

7
7
7
5

(1.52)

E3 = E4 =

2

6
6
6
4

0 0 0

0 0 � 1

0 1 0

3

7
7
7
5

(1.53)

(1.54)

et, en d�erivant l' �equation (1.7), on trouve que

_ci = _p + _Q[ci ]R 0; i = 1;2;3 (1.55)

o�u, en d�erivant l' �equation (1.5), on a que

_Q = 
Q =

2

6
6
6
4

0 � ! z ! y

! z 0 � ! x

� ! y ! x 0

3

7
7
7
5

Q (1.56)

enconsid�erant quele vecteurdesvitessesangulairesdela plate-formeest! = [! x ;! y ;! z]T .

Ainsi, l' �equation (1.50) s'�ecrit sousla forme

vT
i ( _p + _Q[ci ]R 0) = _� i (ci � ai )E i u i ; i = 1;2;3 (1.57)

et puisque

vT
i 
Q [ci ]R 0 = vT

i [! � (Q[ci ]R 0)]; i = 1;2;3 (1.58)

= [(Q[ci ]R 0) � v i ]T ! ; i = 1;2;3 (1.59)

on a que

vT
i _p + [(Q[ci ]R 0) � v i ]T ! = _� i (ci � ai )T E i u i ; i = 1;2;3 (1.60)

Donc, sousune forme matricielle o�u t = [ _pT ;! T ]T et _� = [ _� 1; _� 2; _� 3]T , on obtient la

relation suivante

A t = B _� (1.61)
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avec

A =

2

6
6
6
4

vT
1 [(Q[c1]R 0) � v1]T

vT
2 [(Q[c2]R 0) � v2]T

vT
3 [(Q[c3]R 0) � v3]T

3

7
7
7
5

(1.62)

B = diag[(ci � ai )T E i u i ]; i = 1;2;3 (1.63)

La matrice A est de dimension 3 � 6. Puisque les trois moteurs en A1, A2 et

A3 servent �a contr ôler z, � et � au niveau de la plate-forme, on doit reformuler les

expressionsen ajoutant lescontraintes de mouvement du MPS3DDL. En �etablissant la

relation entre lesvitessesangulaires! et lesvitessesdesanglesd'Euler, on trouve une

relation du type

! =

2

6
6
6
4

1 0 sin�

0 cos� � sin� cos�

0 sin� cos� cos�

3

7
7
7
5

2

6
6
6
4

_�
_�
_ 

3

7
7
7
5

= S1

2

6
6
6
4

_�
_�
_ 

3

7
7
7
5

(1.64)

Ainsi, on a que

t =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

_x

_y

_z

! x

! y

! z

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

4
1(3� 3) 0(3� 3)

0(3� 3) S1(3� 3)

3

5

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

_x

_y

_z
_�
_�
_ 

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

= S_� (1.65)

De plus, en d�erivant les �equations(1.11) et (1.12), on obtient

_x = _� l13 cos� (1.66)

_ = k1
_� + k2

_� (1.67)

avec

k1 =
� cos2  sin�

cos2 �
(1.68)

k2 = � cos2  cos� tan � (1.69)
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cequi permet d'�etablir que

_� =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 l13 cos�

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 k1 k2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
4

_z
_�
_�

3

7
7
7
5

= R _� (1.70)

Ainsi, l' �equation (1.61) reformul�eedevient

ASR _� = B _� (1.71)

et lesvitessesarticulaires desmoteurs sont

_� = B � 1ASR _� (1.72)

La solution tir �eede l' �equation(1.72) permet ensuitede trouver la vitessedespoints B1

�a B3 avec
_b i = _� i E i (b i � ai ); i = 1;:::;4 (1.73)

Il faut toutefois souligner que pour la partie passive du MPS3DDL (i = 4), qui

n'intervient pas au niveau desmatrices jacobiennespr�ec�edentes, _� 4 et •� 4 doivent être

calcul�eesde fa�con ind�ependante (ceci serafait �a la section1.5) une fois que la vitesse

et l'acc�el�eration de C3 et � sont connues(voir la relation qui existeentre C4, C3 et � �a

l' �equation(1.14)). Par la suite, il serapossibled'�evaluer la vitessede B4 avecl' �equation

(1.73).

1.3.1 V �eri�cation des matrices jacobiennes

En consid�erant la relation (1.72), on a que

B � 1ASR =

2

6
6
6
6
4

@� 1
@� 1

@� 1
@� 2

@� 1
@� 3

@� 2
@� 1

@� 2
@� 2

@� 2
@� 3

@� 3
@� 1

@� 3
@� 2

@� 3
@� 3

3

7
7
7
7
5

�=

2

6
6
6
6
4

� � 1
� � 1

� � 1
� � 2

� � 1
� � 3

� � 2
� � 1

� � 2
� � 2

� � 2
� � 3

� � 3
� � 1

� � 3
� � 2

� � 3
� � 3

3

7
7
7
7
5

(1.74)
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avec � = [� 1;� 2;� 3]T et � = [� 1;� 2;� 3]T = [z;�;� ]T . Pour v�eri�er les matrices jacobiennes,

on peut utiliser le PGI o�u l'on sp�eci�e � a�n de trouver les positions articulaires des

moteurs � . Ainsi, voici la proc�edure�a suivre:

{ �Etape1: Pour deuxpositions� tr �esrapproch�eesl'une del'autre o�u un seul�el�ement

de � varie (soit � k varie avec k = 1, 2 ou 3), �evaluer � et B � 1ASR �a chacunede

cespositions.

{ �Etape 2: Calculer � � k , � � 1, � � 2, � � 3 et la moyennede B � 1ASR correspondant

au changement de position.

{ �Etape 3: Puisquec'est seulement le ke terme de � qui a chang�e, v�eri�er que les

rapports [ � � 1
� � k

; � � 2
� � k

; � � 3
� � k

]T correspondent �a la ke colonnedela moyennedeB � 1ASR .

{ �Etape 4: R�ep�eter les�etapes1 �a 3 a�n de v�eri�er lesautrescolonnesde B � 1ASR .

1.4 �Equations d'acc �el�eration

Pour obtenir lesacc�el�erationsarticulairesdesmoteurs,il su�t ded�eriver par rapport

au temps l' �equation (1.71), cequi nousdonne

•� = B � 1f [( _A S + A _S)R + AS _R]_� + ASR •� � _B _� g (1.75)

Cette derni�ere�equationcontient, end�erivant par rapport au tempslesmatricespr�esent�ees

aux �equations(1.62) �a (1.65) et �a l' �equation (1.70), les relations suivantes

_A =

2

6
6
6
4

_vT
1 [f ( _Q[c1]R 0) � v1g + f (Q[c1]R 0) � _v1g]T

_vT
2 [f ( _Q[c2]R 0) � v2g + f (Q[c2]R 0) � _v2g]T

_vT
3 [f ( _Q[c3]R 0) � v3g + f (Q[c3]R 0) � _v3g]T

3

7
7
7
5

(1.76)

_B = diag[(_ci � _ai )T E i u i + (ci � ai )T E i _u i ]; i = 1;2;3 (1.77)

_S1 =

2

6
6
6
4

0 0 _� cos�

0 � _� sin� � _� cos� cos� + _� sin� sin�

0 _� cos� � _� sin� cos� � _� cos� sin�

3

7
7
7
5

(1.78)

_S =

2

4
0(3� 3) 0(3� 3)

0(3� 3)
_S1(3� 3)

3

5 (1.79)
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_R =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 � _� l13 sin�

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 _k1
_k2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(1.80)

•� =

2

6
6
6
4

•z
•�
•�

3

7
7
7
5

(1.81)

o�u, en d�erivant les �equations(1.22), (1.68) et (1.69), on obtient

_v i = _ci � _ai � _u i ; i = 1;:::;4 (1.82)

_k1 = �

"
(� 2 _ cos sin sin� + _� cos� cos2  ) cos2 � + 2 _� cos� sin� cos2  sin�

cos4 �

#

(1.83)

_k2 = �

"

� 2 _ cos sin cos� tan � +

 

� _� sin� tan � +
_� cos�
cos2 �

!

cos2  

#

(1.84)

Puisque les points A i ne bougent pas, alors les vecteurs _ai = •ai = 0 pour i = 1;:::;4.

Pour cequi est du vecteur _u i , il est donn�e �a l' �equation (1.51).

Aveclesacc�el�erationsarticulairesdesmoteursconnues,on peut �evaluer lesacc�el�erations

despoints B i en d�erivant l' �equation (1.73), ce qui donne

•b i = •� i E i (b i � ai ) � _� 2
i (b i � ai ); i = 1;:::;4 (1.85)

Toutefois, pour ce qui est de l'acc�el�eration en B4, elle ne pourra être connue qu'apr�es

avoir �etabli _� 4 et •� 4 (ce qui sera fait �a la section suivante). Pour ce qui est des

acc�el�erations despoints Ci , on obtient en d�erivant l' �equation (1.55) que

•ci = •p + •Q[ci ]R 0; i = 1;2;3 (1.86)

avec
•Q = _
 Q + 

Q (1.87)

o�u

_
 =

2

6
6
6
4

0 � _! z _! y

_! z 0 � _! x

� _! y _! x 0

3

7
7
7
5

(1.88)
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sachant que l'acc�el�eration angulairede la plate-formeest donn�eepar

_! = _S1

2

6
6
6
4

_�
_�
_ 

3

7
7
7
5

+ S1

2

6
6
6
4

•�
•�
• 

3

7
7
7
5

(1.89)

1.5 Portion passive du MPS3DDL

Avecl' �equation(1.39), on peut trouver la solution au PGI pour toutes lespattes du

MPS3DDL (i = 1;:::;4). Toutefois,au niveaudes�equationsde vitesseet d'acc�el�eration,

pour obtenir _� 4 et •� 4, il faut proc�ederautrement qu'en utilisant lesmatricesjacobiennes

car celles-cine font pas intervenir la partie passive qui est d�ependante du reste du

MPS3DDL. Donc, il faut revenir aux �equationsdu PGI d'un m�ecanismeplan �a 2 ddl

o�u la position des points A i et Ci sont connus pour i = 1;:::;4 (voir la �gure 1.4) et

d�eriver ces�equations.De cette �gure, on tire que

PSfragreplacements

O m

n

axek m

L2i

L1i

Ci

A i

� i

B i

� i

Fig. 1.4 { M�ecanismeplan �a 2 ddl.

cim = aim + L1i cos� i + L2i cos� i ; i = 1;:::;4 (1.90)

cin = ain + L1i sin� i + L2i sin� i ; i = 1;:::;4 (1.91)

En d�erivant par rapport au temps les �equations(1.90) et (1.91), on obtient sousune

forme matricielle la relation suivante
2

4
� L1i sin� i � L2i sin� i

L1i cos� i L2i cos� i

3

5

2

4
_� i

_� i

3

5 =

2

4
_cim

_cin

3

5 ; i = 1;:::;4 (1.92)

D i X i = w i ; i = 1;:::;4 (1.93)
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De ce syst�eme,on peut tirer la valeur de _� i et _� i pour i = 1;:::;4. Ainsi, on obtient la

valeur de _� 4 que l'on ne pouvait obtenir avec les matrices jacobiennesdu MPS3DDL

et on peut v�eri�er si lesvaleursde _� 1, _� 2 et _� 3 sont bien lesmêmesque cellesobtenues

avec l' �equation (1.72). En d�erivant �a nouveau le syst�emepr�esent�e �a l' �equation (1.93),

on trouve que lesacc�el�erations angulaires•� i et •� i sont donn�eespar

_X i = D � 1
i ( _w i � _D i X i ); i = 1;:::;4 (1.94)

avec

_X i =

2

4
•� i

•� i

3

5 ; i = 1;:::;4 (1.95)

_w i =

2

4
•cim

•cin

3

5 ; i = 1;:::;4 (1.96)

_D i =

2

4
� _� i L1i cos� i � _� i L2i cos� i

� _� i L1i sin� i � _� i L2i sin� i

3

5 ; i = 1;:::;4 (1.97)

Toutefois, il ne faut pas oublier que l'on doit calculer X 4 et _X 4 seulement apr�es que

les solutions X 3 et _X 3 sont connues.Ainsi, pour les vitesses,en d�erivant les �equations

(1.14) �a (1.19), on trouve les relations suivantes

_c4 = _c3 + _Q1[c4]R 1 (1.98)

_Q1 = _� E3Q1 (1.99)

_� 1 = 0 (1.100)

_� 3 = X 32 (2e �el�ement de la solution de l' �equation (1.93) avec i = 3) (1.101)

_� = _� 3 � _� 1 (1.102)

En d�erivant �a nouveauces�equations,on obtient pour les acc�el�erations

•c4 = •c3 + •Q1[c4]R 1 (1.103)

•Q1 = •� E3Q1 + _� 2E3E3Q1 (1.104)

•� 1 = 0 (1.105)

•� 3 = _X 32 (2e �el�ement de la solution de l' �equation (1.94) avec i = 3) (1.106)

•� = •� 3 � •� 1 (1.107)
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1.6 Dynamique

Une fois les �equationsdu positionnement, de vitesseet d'acc�el�eration connues,on

d�esirecalculer les couplesqui sont requis aux moteurs a�n d'e�ectuer une tra jectoire

prescriteau centre de la plate-formeO0. Pour cefaire, on doit d'abord mod�eliserchaque

partie du MPS3DDL a�n deconnâ�tre lesmasseset lesinerties quecesmoteursdoivent

d�eplacer.Par la suite, deux m�ethodes pour le calcul des couplesmenant aux mêmes

r�esultats seront pr�esent�ees: l'utilisation du principe du travail virtuel et l'approche

conventionnelle de Newton-Euler.

1.6.1 Mo d�elisation

Pour simpli�er l'analyse,�etant donn�e quela complexit�e de la mod�elisationdescorps

du m�ecanisme(ce qui a�ecte la masse,l'inertie et l'emplacement du centre de masse

(CDM) de chaque corps) peut varier d'un concepteur �a un autre, on va consid�erer

chacunedesmembrures du MPS3DDL commeune poutre ayant une sectioncarr�eede

largeur a. En regardant le MPS3DDL �a la �gure 1.1, on voit que celui-ci secompose

de 9 corps d�esign�es par l'indice k : la membrure de longueur l1 (k = 1), la membrure

de longueur l2 (k = 2), les membrures de longueur l3 et l4 ainsi que la plate-forme de

dimensionl14 par l14 (k = solide1), la membrure de longueur l5 (k = 5), la membrure

de longueur l6 (k = 6), la membrure de longueur l7 (k = 7), lesmembrures de longueur

l8, l9 et l10 (k = solide2), la membrure de longueur l11 (k = 11) et la membrure de

longueur l12 (k = 12). Ainsi, pour faciliter l'attribution desindicesk �a chaquecorps,k

est le mêmeindice quecelui de la longueurde la membrure si celle-cicomposele corps

en entier; les autres corps �etant dessolidesplus complexes.Donc, on a que k = 1, 2,

solide1, 5, 6, 7, solide2, 11 et 12.

De plus, on consid�ere que tous cescorps ont la mêmelargeur a ainsi que la même

densit�e � , tout enn�egligeant le poidset l'inertie desarticulations. Lesd�etails concernant

cettemod�elisationsimpli� �ee,c'est-�a-dire le calculpour chaquecorpsdu CDM (cm k), de

la masse(mk) et de la matrice d'inertie (I k) �evalu�eeau CDM, sont pr�esent�es�a l'annexe

A.
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1.6.2 Princip e du tra vail virtuel

Cette m�ethode consiste�a calculer le couple (� j ) que doit produire le moteur j en

lui prescrivant un d�eplacement virtuel angulaire (� � j
j ) et en �evaluant les d�eplacements

virtuels lin�eaires(� cj
m k) et angulaires(� ' j

k), du CDM de chaque corps k (k = 1, 2,

solide1, 5, 6, 7, solide2, 11 et 12), engendr�espar ce d�eplacement virtuel � � j
j . Ainsi, il

su�t d'obtenir � j �a l'aide de la relation suivante

� j � � j
j +

X

k

(f T
k � cj

m k + mT
k � ' j

k) = 0; j = 1;2;3 (1.108)

o�u fk et m k sont respectivement les forceset les moments exerc�esau CDM de chaque

corps.En consid�erant un d�eplacement virtuel angulaireunitaire (� � j
j = 1) pour chaque

moteur j , l' �equation (1.108) ser�eduit �a

� j = �
X

k

(f T
k � cj

m k + mT
k � ' j

k); j = 1;2;3 (1.109)

1.6.2.1 Forces et momen ts exerc �es au CDM de chaque corps

Les forcesexerc�eesau CDM de chaquecorpssont exprim�eespar

fk = � mk •cm k + [0;0; � mkg]T (1.110)

o�u g estl'acc�el�eration gravitationnelle. Danscette�equation,enconsid�erant la mod�elisation

e�ectu�ee �a l'annexe A, on calcule les acc�el�erations des CDM en d�erivant 2 fois les

�equations(A.4) �a (A.10) ainsi que (A.24) et (A.58), cequi nousdonne

•cm 1 =
1
2

(•a1 + •b1) (1.111)

•cm 2 =
1
2

(•b1 + •c1) (1.112)

•cm solide 1 = •p + •QG solide 1 (1.113)

•cm 5 =
1
2

(•b2 + •c2) (1.114)

•cm 6 =
1
2

(•a2 + •b2) (1.115)

•cm 7 =
1
2

(•a3 + •b3) (1.116)

•cm solide 2 = •b3 + •Q2G solide 2 (1.117)

•cm 11 =
1
2

(•b4 + •c4) (1.118)

•cm 12 =
1
2

(•a4 + •b4) (1.119)
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Pour ce qui est desmoments exerc�esau CDM de chaquecorps, ceux-ci sont exprim�es

comme�etant

m k = � Q I k I kQT
I k _! k � ! k � (Q I k I kQT

I k ! k) (1.120)

Les matrices d'inertie I k , �etant exprim�eesdans le rep�ere local de chacun descorps k,

doivent être multipli �eespar une matrice de rotation Q I k qui fait le lien entre le rep�ere

local de chaquecorpset le rep�ere�xe. Ainsi, en sebasant sur la mod�elisation pr�esent�ee

�a l'annexeA, les matricesde rotation descorpsQ I k sont

Q I 1 =

2

6
6
6
4

cos� 1 0 � sin� 1

0 1 0

sin� 1 0 cos� 1

3

7
7
7
5

(1.121)

Q I 2 =

2

6
6
6
4

cos� 1 0 � sin� 1

0 1 0

sin� 1 0 cos� 1

3

7
7
7
5

(1.122)

Q I solide 1 = Q (1.123)

Q I 5 =

2

6
6
6
4

cos� 2 0 � sin� 2

0 1 0

sin� 2 0 cos� 2

3

7
7
7
5

(1.124)

Q I 6 =

2

6
6
6
4

cos� 2 0 � sin� 2

0 1 0

sin� 2 0 cos� 2

3

7
7
7
5

(1.125)

Q I 7 =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� 3 � sin� 3

0 sin� 3 cos� 3

3

7
7
7
5

(1.126)

Q I solide 2 = Q2 (1.127)

Q I 11 =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� 4 � sin� 4

0 sin� 4 cos� 4

3

7
7
7
5

(1.128)

Q I 12 =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� 4 � sin� 4

0 sin� 4 cos� 4

3

7
7
7
5

(1.129)
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et lesvitessesangulaires! k ainsi que lesacc�el�erationsangulaires _! k sont donn�eesavec

les relations suivantes

! 1 = [0; � _� 1;0]T _! 1 = [0; � •� 1;0]T (1.130)

! 2 = [0; � _� 1;0]T _! 2 = [0; � •� 1;0]T (1.131)

! solide 1 = ! _! solide 1 = _! (1.132)

! 5 = [0; � _� 2;0]T _! 5 = [0; � •� 2;0]T (1.133)

! 6 = [0; � _� 2;0]T _! 6 = [0; � •� 2;0]T (1.134)

! 7 = [ _� 3;0;0]T _! 7 = [•� 3;0;0]T (1.135)

! solide 2 = [ _� 2;0;0]T _! solide 2 = [ •� 2;0;0]T (1.136)

! 11 = [ _� 4;0;0]T _! 11 = [•� 4;0;0]T (1.137)

! 12 = [ _� 4;0;0]T _! 12 = [•� 4;0;0]T (1.138)

1.6.2.2 D�eplacemen ts virtuels lin �eaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les d�eplacements virtuels lin�eaireset angulairesdu CDM de chaque

corpsassoci�esau d�eplacement virtuel angulaireunitaire d'un moteur j (� � 1 = [1;0;0]T ,

� � 2 = [0;1;0]T et � � 3 = [0;0;1]T ), il su�t de reprendre les �equationsde vitesseet de

substituer les \ d
dt " par des\ � ".

Or, en utilisant les �equations(1.65), (1.70) et (1.71), on a que

� � j = (ASR ) � 1B� � j ; j = 1;2;3 (1.139)

� � j = R� � j ; j = 1;2;3 (1.140)

� t j = S� � j = [� p j T ;� ' j T ]T ; j = 1;2;3 (1.141)

o�u � p j = [� x j ;� yj ;� zj ]T et � ' j = [� ' j
x ;� ' j

y;� ' j
z]T . De plus, avec les�equationsde vitesse

obtenues dans les sectionspr�ec�edentes, on trouve que (e�ectuer les calculs dans cet

ordre a�n que les �el�ements dont certaines�equationsont besoinsoient calcul�es avant

celles-ci)

� aj
i = 0; i = 1;:::;4 et j = 1;2;3 (1.142)

� b j
i = � � j

i E i (b i � ai ); i = 1;2;3 et j = 1;2;3 (1.143)
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� Q j = 
 j Q =

2

6
6
6
4

0 � � ' j
z � ' j

y

� ' j
z 0 � � ' j

x

� � ' j
y � ' j

x 0

3

7
7
7
5

Q; j = 1;2;3 (1.144)

� cj
i = � p j + � Q j [ci ]R 0; i = 1;2;3 et j = 1;2;3 (1.145)

w j
i = [� c j

ix ;� c j
iz ]T ; i = 1;2 et j = 1;2;3 (1.146)

w j
3 = [� c j

3y;� c j
3z]T ; j = 1;2;3 (1.147)

X j
i = [� � j

i ;� � j
i ]

T = D � 1
i w j

i ; i = 1;2;3 et j = 1;2;3 (1.148)

� � j
i = X j

i 2; i = 1;2;3 et j = 1;2;3 (1.149)

� � j = � � j
3; j = 1;2;3 (1.150)

� Q j
1 = � � j E3Q1; j = 1;2;3 (1.151)

� cj
4 = � cj

3 + � Q j
1[c4]R 1 ; j = 1;2;3 (1.152)

w j
4 = [� c j

4y;� c j
4z]T ; j = 1;2;3 (1.153)

X j
4 = [� � j

4;� � j
4]

T = D � 1
4 w j

4; j = 1;2;3 (1.154)

� � j
4 = X j

41; j = 1;2;3 (1.155)

� � j
4 = X j

42; j = 1;2;3 (1.156)

� b j
4 = � � j

4E4(b4 � a4); j = 1;2;3 (1.157)

� � j
2 = � � j ; j = 1;2;3 (1.158)

� Q j
2 = � � j

2E3Q2; j = 1;2;3 (1.159)

On peut v�eri�er quelesr�esultatstir �esde X j
i 1 pour i = 1, 2, 3 et j = 1, 2, 3 �a l' �equation

(1.148) correspondent bien aux valeursde � � j utilis�eesdans l' �equation (1.139).

Donc, en utilisant les �equations(A.4) �a (A.10) ainsi que (A.24) et (A.58), on tire

que lesd�eplacements virtuels lin�eaires(� cj
m k) du CDM de chaquecorpsk sont

� cj
m 1 =

1
2

(� aj
1 + � b j

1); j = 1;2;3 (1.160)

� cj
m 2 =

1
2

(� b j
1 + � cj

1); j = 1;2;3 (1.161)

� cj
m solide 1 = � p j + � Q j G solide 1; j = 1;2;3 (1.162)

� cj
m 5 =

1
2

(� b j
2 + � cj

2); j = 1;2;3 (1.163)

� cj
m 6 =

1
2

(� aj
2 + � b j

2); j = 1;2;3 (1.164)

� cj
m 7 =

1
2

(� aj
3 + � b j

3); j = 1;2;3 (1.165)
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� cj
m solide 2 = � b j

3 + � Q j
2G solide 2; j = 1;2;3 (1.166)

� cj
m 11 =

1
2

(� b j
4 + � cj

4); j = 1;2;3 (1.167)

� cj
m 12 =

1
2

(� aj
4 + � b j

4); j = 1;2;3 (1.168)

et on exprime les d�eplacements virtuels angulaires (� ' j
k) des CDM, avec l'aide des

�equations(1.130) �a (1.138),par les relations suivantes

� ' j
1 = [0; � � � j

1;0]T ; j = 1;2;3 (1.169)

� ' j
2 = [0; � � � j

1;0]T ; j = 1;2;3 (1.170)

� ' j
solide 1 = � ' j ; j = 1;2;3 (1.171)

� ' j
5 = [0; � � � j

2;0]T ; j = 1;2;3 (1.172)

� ' j
6 = [0; � � � j

2;0]T ; j = 1;2;3 (1.173)

� ' j
7 = [� � j

3;0;0]T ; j = 1;2;3 (1.174)

� ' j
solide 2 = [� � j

2;0;0]T ; j = 1;2;3 (1.175)

� ' j
11 = [� � j

4;0;0]T ; j = 1;2;3 (1.176)

� ' j
12 = [� � j

4;0;0]T ; j = 1;2;3 (1.177)

1.6.3 Appro che de Newton-Euler

L'approche de Newton-Euler consiste�a �etablir le diagrammede corps libre (DCL)

de chaque corps du MPS3DDL o�u toutes les forces et les moments �a chacune des

articulations du MPS3DDL sont desinconnues�a solutionner.Or, le MPS3DDL poss�ede

9 corps et, avec 6 �equationspar corps provenant du bilan desforceset desmoments,

54 �equationssont g�en�er�ees(l'annexe B pr�esente le DCL associ�e �a chaquecorpsavec les

�equationsdes forceset des moments). Toutefois, pour avoir un syst�eme lin�eaire �a 54

inconnues, il faut consid�erer les articulations en C1, C2 et C4 commedesarticulations

sph�eriqueset consid�erer l'articulation B3 commeun cardan en lui ajoutant une liaison

roto•�de dans l'axe de la membrure A3B3. La �gure 1.5 montre l'allure du MPS3DDL

avec cesnouvellesmodi�cations. Cesmodi�cations sont n�ecessairescar le m�ecanisme

original est surcontraint.

De cette fa�con, une fois le syst�emede 54 �equations�a 54 inconnuesr�esolu,il s'agit

seulement delocaliserlesvariablesqui correspondent aux couplesrecherch�es�a l'in t�erieur
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l1
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l3
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l5
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l8
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l13

h1

h2

h3

h4

axe k x

axe k y

axe k x

axe k x

axe k y

axe k y

Fig. 1.5 { M�ecanismeparall�ele �a 3 degr�esde libert�e non surcontraint.

du vecteur solution.

1.6.3.1 Syst �eme d' �equations

En combinant, �a l'annexe B, les relations (B.1) �a (B.31) reli�eesau bilan desforces

et des moments, on obtient un syst�eme lin�eaire de 54 �equationso�u les 54 inconnues

sont

{ en A1 : RA 1x , RA 1y , RA 1z, MA 1x , � 1, MA 1z.

{ en A2 : RA 2x , RA 2y , RA 2z, MA 2x , � 2, MA 2z.

{ en A3 : RA 3x , RA 3y , RA 3z, � 3, MA 3y, MA 3z.

{ en A4 : RA 4x , RA 4y , RA 4z, MA 4y , MA 4z.

{ en B1 : RB 1x , RB 1y, RB 1z, MB 1 x , MB 1z.
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{ en B2 : RB 2x , RB 2y, RB 2z, MB 2 x , MB 2z.

{ en B3 : RB 3x , RB 3y, RB 3z, MB 3 z7 .

{ en B4 : RB 4x , RB 4y, RB 4z, MB 4 y, MB 4z.

{ en C1 : RC1x , RC1y, RC1z.

{ en C2 : RC2x , RC2y, RC2z.

{ en C3 : RC3x , RC3y, RC3z.

{ en C4 : RC4x , RC4y, RC4z.

Ainsi, le syst�emeest du type

L X = M (1.178)

o�u L est la matrice des coe�cien ts de dimension 54 par 54, X est le vecteur des 54

inconnues et M est le vecteur qui renferme les forces � fk et les moments � m k des

corpsk. En e�ectuant la r�esolution de ce syst�eme,il su�t de localiser �a l'in t�erieur du

vecteur X lescouplesrecherch�es� 1, � 2 et � 3 qui servent �a actionner le m�ecanismepour

e�ectuer la tra jectoire prescrite.

1.6.4 Bilan d' �energie

A�n de v�eri�er la validit �e des couplestrouv�es avec le principe du travail virtuel

ou l'approche de Newton-Euler, e�ectuer un bilan d'�energie s'av�ere une excellente

m�ethode puisquetous les�el�ements n�ecessairespour e�ectuer cette v�eri�cation ont d�ej�a

�et�e calcul�espr�ec�edemment. Donc, par conservation d'�energie,la sommede la variation

d'�energiecin�etique (� Tj t ) et de la variation d'�energiepotentielle (� Uj t ) doit �egalerau

travail e�ectu�e par lesmoteurs (Wj t ). Ainsi, �a tout moment t lors de la tra jectoire, on

a que

� Tj t + � Uj t � Wj t = � E j t (1.179)

avec

� Tj t = Tj t � T j t � � t (1.180)

o�u Tj t =
X

k

� 1
2

mk _cT
m k _cm k +

1
2

! T
k Q I k I kQT

I k ! k

� �
�
�
�
�
t

(1.181)

� Uj t = Uj t � Uj t � � t (1.182)
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o�u Uj t =
X

k

mkgcm k

�
�
�
�
�
t

(1.183)

Wj t =
3X

j =1

"
� j j t + � j j t � � t

2
� � j j t

#

(1.184)

et on doit trouver que la variation d'�energiedu syst�eme,� E j t , est nulle.

Lors de l' �evaluation du travail e�ectu�e par lesmoteurs, la variation angulaire � � j j t

correspond �a la di� �erenceentre � j j t et � j j t � � t . Toutefois,il faut faire attention lorsqu'on

soustrait cesdeux anglescar ceux-ci proviennent de l' �equation (1.39). Ainsi, l'angle

r�esultant du calcul de deux fois l'arc tangente d'une valeur se situe entre � � et � .

Donc, par exemple,si �a l'instant t on a que � j j t = � � +  ( �etant un petit incr�ement

d'angle positif ) et que � j j t � � t = � �  , une soustraction directe entra�̂ne un r�esultat

de � � j j t = � 2� + 2 , ce qui faussel' �evaluation du travail. Dans un cas inverse o�u

� j j t = � �  et que� j j t � � t = � � +  , unesoustractiondirecteconduit �a � � j j t = 2� � 2 ,

cequi est �egalement faux. De cette fa�con, pour traiter lescassp�eciauxo�u l'angle passe

de � �  �a � � +  ou de � � +  �a � �  , on utilise le raisonnement suivant

{ si (� j j t � � j j t � � t ) � � V , alors � � j j t = � j j t � � j j t � � t + 2� .

{ si (� j j t � � j j t � � t ) � V , alors � � j j t = � j j t � � j j t � � t � 2� .

{ si [� V < (� j j t � � j j t � � t ) et (� j j t � � j j t � � t ) > V], alors � � j j t = � j j t � � j j t � � t .

o�u V correspond �a unevariation d'angleentre l'instant (t) et l'instant (t � � t) qui peut

être �x �ee�a, par exemple,� .

1.7 Exemple de r�esultats

Soit le MPS3DDL ayant les param�etresg�eom�etriquessuivants (l'unit �e de longueur

est le m�etre) : h1 = 0:05, h2 = 0:05, h3 = 0:05,h4 = 0:03, l1 = 0:10, l2 = 0:10, l3 = 0:11,

l4 = 0:11, l5 = 0:10, l6 = 0:10, l7 = 0:12, l8 = 0:10, l9 = 0:02, l10 = 0:10, l11 = 0:08,

l12 = 0:08, l13 = 0:03 et l14 = 0:06. L'allure de cem�ecanismeest montr �ee�a la �gure 1.6

(image provenant d'une animation r�ealis�eeavec le logiciel MATLAB).

De plus, posonsque ce m�ecanismesoit enti �erement fait d'aluminium (la densit�e

du mat�eriau est � = 2700kg=m3), que la largeur desmembrures (section carr�ee) soit
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Fig. 1.6 { Allure du m�ecanismeparall�elespatial �a 3 ddl.

a = 0:01 m et que la gravit �e est g = 9:81 m=s2. Or, on obtient les r�esultats montr �es

aux �gures 1.7 �a 1.12pour une tra jectoire du centre de la plate-formeO0 donn�eepar

z = 0:130+ 0:010cos(3t) � =
25�
180

sin(2t)

_z = � 0:010(3) sin(3t) _� =
25�
180

(2) cos(2t)

•z = � 0:010(32) cos(3t) •� = �
25�
180

(22) sin(2t)

� =
20�
180

sin(4t)

_� =
20�
180

(4) cos(4t)

•� = �
20�
180

(42) sin(4t)
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1.8 Simulation dynamique sous AD AMS

ADAMS est un logiciel qui permet d'e�ectuer des simulations de divers syst�emes

m�ecaniques.Ainsi, en mod�elisant chacun descorps et en associant les bons degr�esde

libert�e aux articulations pr�esentes entre cesdi� �erents corps, ADAMS s'av�ere être un

outil de travail tr �es performant pour valider les r�esultats obtenus dans les sections

pr�ec�edentes.

Or, pour le m�ecanisme�etudi�e, nous avons constat�e que la r�esolution du probl�eme

g�eom�etrique inverseestune�etapequi s'e�ectue relativement bien.Toutefois,si on d�esire

connâ�tre la relation inverse,c'est-�a-diree�ectuer la r�esolutiondu probl�emeg�eom�etrique

direct qui consiste �a d�eterminer la position et l'orientation de l'organe terminal en

fonction desvariablesarticulaires qui sont prescrites,on serend comptequecette �etape

n'est pas �evidente �a accomplir. Pour pallier �a cette lacune, on peut d'abord r�esoudre

le probl�emeg�eom�etrique inverseet �etablir les �equationsde vitesseet d'acc�el�eration de

mani�ere �a savoir la position, la vitesseet l'acc�el�eration de chacun desactionneursen

fonction du temps.Puis, �a l'in t�erieur du logicielADAMS, on peut seservir desr�esultats

pr�ec�edents et ainsi imposerune position, une vitesseou une acc�el�eration �a chacun des

actionneursen fonction du temps(dansnotre cas,on va imposerlesvitessesarticulaires

aux moteurstrouv�ees�a la �gure 1.9)demani�ere�a donnerla tra jectoirevoulue�a l'organe

terminal (r�esolution du probl�eme g�eom�etrique direct). De cette fa�con, ADAMS peut

simuler le mouvement du m�ecanismeet calculerlesforcesou lescouplesaux actionneurs

pour une tra jectoire donn�ee.Donc, le logiciel ADAMS permet, avec le bilan d'�energie,

d'e�ectuer unesecondevalidation desr�esultatsobtenuspar le principedu travail virtuel

ou l'approche classiquede Newton-Euler.

La �gure 1.13(a)illustre la mod�elisationdu MPS3DDL e�ectu�eesousADAMS. Il est

�a noter qu'ADAMS est capabled'e�ectuer la simulation en consid�erant le m�ecanisme

surcontraint (commel'architecture de la �gure 1.1). Toutefois,puisqu'ADAMS ne sup-

porte paslesjoints decardanenC1 et C2, ceux-ciont �et�e remplac�espar desarticulations

sph�eriques.

Or, en reprenant les donn�eesde l'exemple pr�esent�e �a la section 1.7 et en implan-

tant celles-ci�a l'in t�erieur du logiciel ADAMS, on obtient les r�esultats pr�esent�es �a la

�gure 1.13(b) (noter que les couplesaux moteurs 1 et 2 sont de signe n�egatif) qui
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correspondent �a ceux de la �gure 1.11.

Pour s'assurerde la parfaite concordanceentre les couplescalcul�es provenant des

�equationsd�evelopp�eesdans les sectionspr�ec�edentes (soit, par exemple,en implantant

ces�equations�a l'in t�erieur du logiciel MATLAB) et les couplestrouv�es par le logiciel

ADAMS, on peut exporter �a partir du logiciel ADAMS les couplesen fonction du

temps(sousforme d'un �c hier) et, par la suite, il est possibled'importer ce�c hier sous

forme d'un vecteur dans MATLAB a�n de comparerdirectement les r�esultats. Ainsi,

en mettant sur le mêmegraphiquelescouplesobtenus avecMATLAB et ADAMS pour

chacundesmoteurs,on voit sur les�gures 1.14�a 1.16quelesr�esultatssont parfaitement

identiques entre lesdeux m�ethodes,cequi solidi�e l'exactitude de l' �etude e�ectu�ee.
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(a) Mod�elisation du m�ecanismeparall�elespatial �a 3 degr�es

de libert�e sousADAMS.

(b) Calcul descouplesaux moteurs avec ADAMS.

Fig. 1.13{ Exemplede r�esultats pour une tra jectoire donn�eeavec ADAMS.
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Chapitre 2

M �ecanisme parall �ele sph�erique �a 4

degr �es de lib ert �e

2.1 Mo d�ele g�eom�etrique

La �gure 2.1 illustre l'architecture du m�ecanismeparall�ele sph�erique �a 4 degr�esde

libert�e,not�eMPS4DDL, o�u les3 moteurs(situ�essur la base)et l'actionneur prismatique

(�x �e au centre de la plate-forme) permettent d'orienter et de positionner celle-ciavec

l'aide de 3 anglesd'Euler et d'une hauteur h au niveaude l'axe z0. Ce m�ecanismea �et�e

propos�e en [3], o�u une description d�etaill�eeest donn�ee.

Ainsi, ce m�ecanismeest de type parall�ele puisqu'il poss�ede4 châ�nescin�ematiques

qui relient la base�a la plate-forme. Parmi celles-ci,3 châ�nes cin�ematiques,i = 1;2;3,

sont identiques (voir la �gure 2.2) et elles sont compos�eesdes �el�ements suivants : un

moteur �x �e en A i qui active le membre proximal (membrure se trouvant entre les
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Fig. 2.1 { Architecture du m�ecanismesph�erique �a 4 degr�esde libert�e.

vecteursu i et w i caract�eris�eepar un rayon R1 et un angle� 1), une articulation roto•�de

dansl'axe Ci D i qui relie le membre proximal au membre distal (membrure setrouvant

entre les vecteursw i et v i caract�eris�ee par un rayon R2 et un angle � 2), un cardan

qui lie le membre distal �a la tige d'une longueur l, puis une articulation roto•�de en Gi

qui relie la tige de longueur l �a la plate-forme. En combinant �a cette châ�ne l'e�et de

l'actionneur prismatique qui fait varier la hauteur h, soit la distance entre le centre

g�eom�etrique O0 et le centre de la plate-formeP, on retrouve dansun plan la formed'un

trap�ezeen O0Fi Gi PO0 dont la hauteur h inuence l'angle � qui, �a son tour, inuence

l'orientation du vecteur v i .

Une autre particularit �e de ce m�ecanismeest qu'il est de type sph�erique, c'est-�a-

dire qu'il poss�edeun centre g�eom�etrique (localis�e dansnotre casen O0) autour duquel
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s'e�ectue le mouvement des membres proximaux et distaux. Donc, les axesde rota-

tions se trouvant en A i B i (les axesdesmoteurs), Ci D i et E i Fi passent par ce centre

g�eom�etrique O0. Decette fa�con,on peut repr�esenter sch�ematiquement la baseavecl'aide

d'une pyramide o�u lesarêtescorrespondent aux axesde rotation des3 moteursqui sont

inclin�esd'un angle � par rapport �a l'axe z. Ainsi, on d�e�nit desvecteursunitaires u i

qui partent du point O0 et qui suivent les arêtesde cette pyramide. D'autre part, les

vecteursv i forment une secondepyramide, sesituant toutefois au niveaudesmembres

distaux, mais la forme de cette pyramide qui est reli�ee �a l'angle � change lorsque h

varie (contrairement �a la pyramide de la baseo�u la forme ne changepas une fois le

dimensionnement du m�ecanisme�etabli).

u i

�O0

�P

�A i

�

B i �

Ci
�

D i

�

Fi
�

E i

lE F

�

Gi
r

h
l

v i

w i� 1

� 2

�

R2

R1

Fig. 2.2 { Châ�ne cin�ematiquei reliant la base�a l'e�ecteur.
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2.1.1 G�eom�etrie de la base

Les points A i , i = 1;2;3, indiquent la position du moteur i dans le rep�ere �xe R xy z

d'origine O. Cespoints sont situ�essym�etriquement sur la baseselonun angle� i sur un

cerclede rayon R (voir la �gure 2.3).
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Fig. 2.3 { Basedu m�ecanismesph�erique �a 4 ddl.

Donc, en �xan t � 1, on obtient par sym�etrie que

� 2 = � 1 +
2�
3

(2.1)

� 3 = � 1 +
4�
3

(2.2)

et lespoints A i sont localis�espar

ai = Q � i [R;0;0]T = R [cos� i ; sin� i ;0]; i = 1;2;3 (2.3)

o�u Q � i est une matrice de rotation du rep�ere R � i par rapport au rep�ere �xe R d�e�nie

par

Q � i = Qz j� i
=

2

6
6
6
4

cos� i � sin� i 0

sin� i cos� i 0

0 0 1

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.4)

Lesvecteursu i , i = 1;2;3, pointent dansl'axe de rotation desmoteurs.Ainsi, l'angle

� est l'angle compris entre une arête de la pyramide de la base(une ligne joignant

O0A i ) et l'axe z pour indiquer l'orientation de l'axe de rotation desmoteurs (on note
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que l'inclinaison des3 moteurs est identique pour conserver la sym�etrie entre chacune

despattes i ). Puisqueu i est dirig�e selonl'axe x � , on a que

u i = Q � i Q � [1;0;0]T = [cos� i sin� ; sin� i sin� ; � cos� ]T ; i = 1;2;3 (2.5)

o�u

Q � = Qy� i

�
�
� �

2 � �
=

2

6
6
6
6
4

cos( �
2 � � ) 0 sin( �

2 � � )

0 1 0

� sin( �
2 � � ) 0 cos( �

2 � � )

3

7
7
7
7
5

; i = 1;2;3

=

2

6
6
6
4

sin� 0 cos�

0 1 0

� cos� 0 sin�

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.6)

Q � �etant la matrice de rotation entre le rep�ereR � et le rep�ereR � i . Donc, pour dimen-

sionnerla base,lesparam�etresg�eom�etriques�a d�eterminer sont R, � 1 et � . Pour cequi

est du centre g�eom�etrique du m�ecanisme,not�e le point C (ou O0), il est localis�e par

c =
R

tan �
[0;0;1]T (2.7)

2.1.2 G�eom�etrie de la plate-forme

Un rep�ere mobile R 0
x0y0z0 ayant son origine O0 centr �ee au centre g�eom�etrique du

m�ecanismeC et dont l'axe z0 suit le vecteur O0P permet de d�e�nir l'orientation de la

plate-forme. Ainsi, l'orientation est donn�eepar la matrice de rotation Q de l' �equation

(1.5) o�u les anglesd'Euler autour de x, y et z sont respectivement � , � et  . Ainsi, la

position du centre de la plate-formeest

p = c + Q[p]R 0 (2.8)

avec la position du centre de la plate-formedans le rep�ere mobile qui est

[p]R 0 = [0;0;h]T (2.9)

De cette fa�con, l'orientation et la position de la plate-formeest d�e�nie en sp�eci�ant le

vecteur suivant

� = [�;� ; ;h]T (2.10)
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Fig. 2.4 { Plate-formedu m�ecanismesph�erique �a 4 ddl.

Or, en projetant le rep�ere R 0 dans le plan de la plate-forme (qui est �a une hauteur

z0 = h), on obtient la g�eom�etrie pr�esent�ee �a la �gure 2.4 o�u les points Gi , i = 1;2;3,

sont dispos�es de mani�ere sym�etrique sur un cerclede rayon r . Donc, en d�eterminant

 1, on a que

 2 =  1 +
2�
3

(2.11)

 3 =  1 +
4�
3

(2.12)

et lespoints Gi sont localis�espar

gi = c + Q[gi ]R 0; i = 1;2;3 (2.13)

avec

[gi ]R 0 = Q  i [gi ]R  i
= [r cos i ;r sin i ;h]T ; i = 1;2;3 (2.14)

Q  i = Qz0j  i
=

2

6
6
6
4

cos i � sin i 0

sin i cos i 0

0 0 1

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.15)

[gi ]R  i
= [r;0;h]T ; i = 1;2;3 (2.16)

2.1.3 G�eom�etrie des membres pro ximaux

Le membre proximal i (o�u i = 1;2;3) est la membrure de rayon R1 que l'on retrouve

entre lesvecteursu i et w i . Pour d�eterminer l'orientation de cemembre, en partant du
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rep�ere R � montr �e �a la �gure 2.3, il su�t d'e�ectuer une rotation additionnelle autour

dex � d'un angle� i . Ainsi, on arrivedansla con�guration indiqu�ee�a la �gure 2.5(image

de gauche).

PSfrag replacements

A i
A i

B i
B i

Ci
Ci

R1

R1 � 1� 1

O0

O0

w i

y�

� i

� i
y� i

y� i

z�z� i

x � i � x � � u ix � i � x � � u i

x � 1 � w i

y� 1

z� 1 � z� i

Fig. 2.5 { Membre proximal.

Puis, en e�ectuant une rotation autour de z� i d'un angle � 1 (tel que montr �e sur

l'image de droite de la �gure 2.5), on a que

w i = Q � i Q � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1
; i = 1;2;3

=

2

6
6
6
4

cos� i sin� cos� 1 � sin� i cos� i sin� 1 + cos� i cos� sin� i sin� 1

sin� i sin� cos� 1 + cos� i cos� i sin� 1 + sin� i cos� sin� i sin� 1

� cos� cos� 1 + sin� sin� i sin� 1

3

7
7
7
5
; i = 1;2;3 (2.17)

avec

Q � i = Qx �

�
�
�
� i

=

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� i � sin� i

0 sin� i cos� i

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.18)

Q � 1 = Qz� i

�
�
�
� 1

=

2

6
6
6
4

cos� 1 � sin� 1 0

sin� 1 cos� 1 0

0 0 1

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.19)

[w i ]R � 1
= [1;0;0]T ; i = 1;2;3 (2.20)

et lespoints B i , Ci et D i sont localis�esrespectivement par

b i = c + R1u i ; i = 1;2;3 (2.21)
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ci = c + R1w i ; i = 1;2;3 (2.22)

d i = c + R2w i ; i = 1;2;3 (2.23)

2.1.4 G�eom�etrie des membres distaux

En regardant les �gures 2.2 et 2.6, on voit que les contraintes g�eom�etriques du

m�ecanismeconduisent �a la formation dansle plan x  i z i d'un trap�ezereliant lespoints

O0Fi Gi PO0. On note que l'angle entre la plate-forme (la distancer joignant les points

P et Gi ) et l'axe de l'actionneur prismatique qui fait varier la distanceh est toujours

de 90� .

PSfrag replacements

x0 y0

z i � z0

y i

x  i
O0

h

P r
Gi

l
v i

Fi

E i

R2

 i

� 1

�
� 2

lE F

x �

z�

� y�

Fig. 2.6 { Membre distal.

Or, par g�eom�etrie, on trouve que

l2
O0G i

= h2 + r 2 (2.24)

l2 = (R2 + lE F )2 + l2
O0G i

� 2(R2 + lE F )lO0G i cos� 2 (2.25)

En substituant l' �equation (2.24) dans l' �equation (2.25), on tire que

l2 = (R2 + lE F )2 + h2 + r 2 � 2(R2 + lE F )
p

h2 + r 2 cos� 2 (2.26)

d'o�u

� 2 = acos

"
(R2 + lE F )2 + h2 + r 2 � l2

2(R2 + lE F )
p

h2 + r 2

#

(2.27)
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De plus, on a que

tan � 1 =
r
h

(2.28)

cequi implique que

� 1 = atan
� r

h

�

(2.29)

Donc, l'angle � servant �a donner l'orientation au vecteur v i est

� = � 1 � � 2 (2.30)

Selon la branche de solution d�esir�ee, on choisit le signe + ou { �a l'in t�erieur de

l' �equation (2.30). En regardant la �gure 2.6,on voit que le signe{ conduit �a la solution

trac�ee en ligne pointill �ee, tandis que le signe + conduit �a la solution pr�esent�ee sur

la �gure par les segments O0Fi et Fi Gi . Dans notre cas, pour �eviter les interf�erences

m�ecaniques,on choisit le signe+.

Or, le vecteur unitaire v i allant dansla direction de O0 �a E i (les points O0, E i et Fi

�etant sur la mêmeligne) est

v i = Q[v i ]R 0; i = 1;2;3 (2.31)

o�u

[v i ]R 0 = Q  i Q � [v i ]R � ; i = 1;2;3 (2.32)

avec

Q � = Qy i

�
�
�
�

=

2

6
6
6
4

cos� 0 sin�

0 1 0

� sin� 0 cos�

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (2.33)

[v i ]R �
= [0;0;1]T ; i = 1;2;3 (2.34)

et lespoints E i et Fi sont respectivement localis�espar

ei = c + R2v i ; i = 1;2;3 (2.35)

f i = c + (R2 + lE F ) v i ; i = 1;2;3 (2.36)
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2.2 Probl �eme g�eom�etrique inverse

La r�esolutiondu PGI consiste�a trouver la valeur desangles� i aux moteurspour une

position et une orientation donn�eede la plate-forme.Or, lescontraintes du m�ecanisme

nous indiquent que les vecteurs w i et v i forment un angle � 2 au niveau du centre

g�eom�etrique du m�ecanisme,cequi implique que

w i � v i = cos� 2; i = 1;2;3 (2.37)

En utilisant les�equations(2.17) et (2.31), l' �equation (2.37) devient sousla forme

(cos� i sin� cos� 1 � sin� i cos� i sin� 1 + cos� i cos� sin� i sin� 1)vix +

(sin � i sin� cos� 1 + cos� i cos� i sin� 1 + sin� i cos� sin� i sin� 1)viy +

(� cos� cos� 1 + sin� sin� i sin� 1)viz = cos� 2; i = 1;2;3 (2.38)

et celle-ciseram�ene�a

K 1i cos� i + K 2i sin� i + K 3i = 0; i = 1;2;3 (2.39)

avec

K 1i = � vix sin� i sin� 1 + viy cos� i sin� 1; i = 1;2;3 (2.40)

K 2i = vix cos� i cos� sin� 1 + viy sin� i cos� sin� 1 +

viz sin� sin� 1; i = 1;2;3 (2.41)

K 3i = vix cos� i sin� cos� 1 + viy sin� i sin� cos� 1 �

viz cos� cos� 1 � cos� 2; i = 1;2;3 (2.42)

On remarqueque l' �equation (2.39) a la mêmeformulation que celle de l' �equation

(1.29) d�evelopp�ee au chapitre 1. Ainsi, il su�t de continuer la r�esolution avec les

�equations(1.34) �a (1.39) a�n de trouver la valeur desangles� i pour i = 1;2;3. Concer-

nant le choix du signe+ ou { au niveaude l' �equation(1.38), un choix qui est laiss�e �a la

discr�etion de l'utilisateur, on s�electionnedans notre casla branche de solution corres-

pondant au signe+ pour les 3 moteurs. Donc, pour atteindre une certaine position et

orientation au niveaude la plate-forme,chaquepatte i disposede4 solutionsdi� �erentes

en consid�erant les �equations(1.38) et (2.30), ce qui implique que le m�ecanismepeut

adopter 64 con�gurations di� �erentes.
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2.3 �Equations de vitesse

En d�erivant par rapport au temps l' �equation (2.37), on obtient

_w i � v i + w i � _v i = 0; i = 1;2;3 (2.43)

avec

_w i = Q � i Q �
_Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 (2.44)

o�u

_Q � i = � _� i E � Q � i ; i = 1;2;3 (2.45)

E � =

2

6
6
6
4

0 0 0

0 0 1

0 � 1 0

3

7
7
7
5

(2.46)

et

_v i = _Q[v i ]R 0 + Q[ _v i ]R 0; i = 1;2;3 (2.47)

o�u _Q est exprim�ee�a l' �equation (1.56) et

[ _v i ]R 0 = Q  i
_Q � [v i ]R � ; i = 1;2;3 (2.48)

sachant que

_Q � = _� E � Q � (2.49)

E � =

2

6
6
6
4

0 0 1

0 0 0

� 1 0 0

3

7
7
7
5

(2.50)

Pour �evaluer _� , on d�erive par rapport au tempsl' �equation(2.30) (avecle choix du signe

+), ce qui donne
_� = _� 1 + _� 2 (2.51)

Puis, en d�erivant l' �equation (2.28), on a que

1
cos2 � 1

_� 1 = �
r _h
h2

_� 1 = _h

"
� r cos2 � 1

h2

#

= _hk1 (2.52)
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Pour obtenir _� 2, la d�erivation de l' �equation (2.26) conduit aux relations suivantes

0 = 2h_h � 2(R2 + lE F )

"
h_h cos� 2p

h2 + r 2
� _� 2 sin� 2

p
h2 + r 2

#

_� 2 =
(R2 + lE F )h _h cos� 2p

h2+ r 2 � h_h

(R2 + lE F ) sin� 2

p
h2 + r 2

_� 2 = _h

"

h

 
1

tan � 2(h2 + r 2)
�

1

(R2 + lE F ) sin� 2

p
h2 + r 2

!#

= _hk2 (2.53)

Avec les �equations(2.52) et (2.53), en posant que

k = k1 + k2 (2.54)

on a que l' �equation (2.51) devient sousla forme suivante

_� = _hk (2.55)

Donc, en revenant �a l' �equation (2.43) pour i = 1, 2, 3, on a que
�
� _� i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

�
�v i + w i �

�

Q [v i ]R 0+ Q _hkQ  i E � Q � [v i ]R �

�
= 0

� _� i vT
i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

+ wT
i 
Q [v i ]R 0+ _hkwT

i QQ  i E � Q � [v i ]R � = 0 (2.56)

et puisque

wT
i 
Q [v i ]R 0 = wT

i [! � (Q[v i ]R 0)]; i = 1;2;3 (2.57)

= [(Q[v i ]R 0) � w i ]T ! ; i = 1;2;3 (2.58)

on obtient, pour i = 1, 2, 3, la relation suivante

[(Q[v i ]R 0) � w i ]T ! + [kwT
i QQ  i E � Q � [v i ]R � ]_h = [vT

i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1
] _� i (2.59)

D'autre part, pour cequi est de l'actionneur prismatique, on a tout simplement que

savitesse _� pr ismatiq ue est donn�eepar _h. Ainsi, sousune forme matricielle o�u t = [! T ;_h]T

et _� = [ _� 1; _� 2; _� 3; _� pr ismatiq ue]T , on trouve que

A t = B _� (2.60)

avec

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

[(Q[v1]R 0) � w1]
T kwT

1 QQ  1 E � Q � [v1]R �

[(Q[v2]R 0) � w2]
T kwT

2 QQ  2 E � Q � [v2]R �

[(Q[v3]R 0) � w3]
T kwT

3 QQ  3 E � Q � [v3]R �

0(1� 3) 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(2.61)
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B =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

vT
1 Q � 1 Q � E � Q � 1 Q � 1 [w1]R � 1

0 0 0

0 vT
2 Q � 2 Q � E � Q � 2 Q � 1 [w2]R � 1

0 0

0 0 vT
3 Q � 3 Q � E � Q � 3 Q � 1 [w3]R � 1

0

0 0 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(2.62)

En regardant attentivement la matrice A , on peut serendrecomptequ'il estpossible

de d�ecouplerle degr�e de libert�e en translation de ceux en rotation en optant pour des

conditions qui font que les termes A14, A24 et A34 s'annulent. Ainsi, les deux options

suivantes s'o�rent pour le d�ecouplage

{ Option 1: le terme k = 0.

{ Option 2: le terme w T
i QQ  i E � Q � [v i ]R � = 0 pour i = 1;2;3.

Pour visualiser l'option 1, deux situations peuvent a�ecter grandement la valeur k,

�a un tel point de rendre sa valeur ind�etermin�ee(voir la �gure 2.7(a)) ou d'obtenir une

valeur nulle (voir la �gure 2.7(b)). La premi�ere situation, qui est repr�esent�ee par la

�gure 2.7(a) o�u l'axe de la tige l est align�eeavecle vecteurv i , n'est passouhaitablecar

avecun angle� 2 = 0, on atteint unecon�guration singuli�ere(k2 = �1 ). Pour cequi est

de la secondesituation indiqu�eepar la �gure 2.7(b), en alignant l'axe de la tige l avec

la plate-forme de rayon r �a une certaine hauteur h, on setrouve �a d�ecouplerla trans-

lation verticale selonz0 des3 rotations de la plate-forme (on obtient k1 = � k2, donc

k = k1+ k2 = 0), cequi est tr �esutile pour donnerdepetits mouvements �a la plate-forme

autour de cette position h (comme desvibrations) sansque les moteurs situ�es sur la

baseneper�coivent cesmouvements. De plus, puisquela valeur dek est ind�ependante de

l'orientation de la plate-forme,on obtient un d�ecouplagepour n'importe quelle tra jec-

toire donn�eeau centre de la plate-forme,en autant que lesd�eplacements en translation

donn�esautour de h soient su�samment petits pour rendre la valeur de k tr �esfaible.

Concernant la secondeoption, pour i = 1;2 et 3, il faut que le produit scalaireentre

les vecteurs w i et QQ  i E � Q � [v i ]R � soit nul, ce qui implique que ces deux vecteurs

doivent être perpendiculairesentre eux. Or, le vecteur QQ  i E � Q � [v i ]R � sesitue dans

le plan du trap�ezeO0Fi Gi PO0 (voir les �gures 2.2 et 2.6) et il y a perpendicularit�e

entre cevecteur et le vecteur w i seulement lorsquew i est normal au plan O0Fi Gi PO0.

En d'autres termes,lorsquelesaxesy i (voir la �gure 2.6) sont parall�elesaux vecteurs

w i , alors il est possibled'e�ectuer une translation de la plate-forme selonl'axe z0, ce
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PSfrag replacements

z i � z0

x  i

y i

O0

h

P r Gi

l

Fi

E i

R2� 1

� 2 = 0

lE F

(a) Con�guration singuli�ere.

PSfrag replacements

z i � z0

x  i
O0

h

P r Gi l Fi

E i

R2

� 1 � 2 lE F

(b) Con�guration d�ecoupl�ee.

Fig. 2.7 { Con�gurations sp�eciales.

qui fait bouger uniquement les membres distaux (et varier l'angle � ) tout en laissant

lesmembresproximaux immobiles.D'autre part, puisquele terme w T
i QQ  i E � Q � [v i ]R �

doit êtrenul pour les3 pattesa�n d'observer un d�ecouplageentre lesdegr�esdelibert�een

rotation de celui en translation, on doit noter que la secondeoption survient seulement

lorsque la matrice de rotation correspond �a la matrice identit �e, ce qui ne correspond

toutefois pasau type de tra jectoire recherch�eepour l'usaged'un simulateur de vol.

Or, enconsid�erant la relation entre lesvitessesangulaires! et lesvitessesdesangles

d'Euler, on peut �ecrire que

t =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

! x

! y

! z

_h

3

7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 sin� 0

0 cos� � sin� cos� 0

0 sin� cos� cos� 0

0 0 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
6
4

_�
_�
_ 
_h

3

7
7
7
7
7
7
7
5

= S_� (2.63)

et l' �equation (2.60) devient sousla forme

AS _� = B _� (2.64)

Cette derni�ere�equationmet enrelation lesvitessesdes4 degr�esdelibert�edu m�ecanisme

( _� , _� , _ et _h) avec les vitessesqui sont requisesaux actionneurs pour e�ectuer la

tra jectoire prescrite ( _� 1, _� 2, _� 3 et _� pr ismatiq ue). A�n de s'assurerque lesexpressionsdes
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matricesA , B et S sont exactes,on peut seservir de la proc�edureindiqu�ee�a la section

1.3.1.

2.4 �Equations d'acc �el�eration

En d�erivant l' �equation(2.64),on trouvequelesvitessesdesactionneurssont donn�ees

par
•� = B � 1[( _A S + A _S) _� + AS •� � _B _� ] (2.65)

avec

_A =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

hn
( _Q[v1]R 0 + Q[ _v1]R 0) � w1

o
+ f (Q[v1]R 0) � _w1g

i T _A14
hn

( _Q[v2]R 0 + Q[ _v2]R 0) � w2

o
+ f (Q[v2]R 0) � _w2g

i T _A24
hn

( _Q[v3]R 0 + Q[ _v3]R 0) � w3

o
+ f (Q[v3]R 0) � _w3g

i T _A34

0(1� 3) 0

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(2.66)

_B =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

_B11 0 0 0

0 _B22 0 0

0 0 _B33 0

0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(2.67)

_S =

2

4
_S1(3� 3) 0(3� 1)

0(1� 3) 0(1� 1)

3

5 (2.68)

o�u

_A i 4 = _kwT
i QQ  i E � Q � [v i ]R � + k _wT

i QQ  i E � Q � [v i ]R � +

kwT
i

_QQ  i E � Q � [v i ]R � + kwT
i QQ  i E �

_Q � [v i ]R � ; i = 1;2;3 (2.69)

_B ii = _vT
i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

+ vT
i Q � i Q � E �

_Q � i Q � 1 [w i ]R � 1
; i = 1;2;3 (2.70)

_S1 = voir l' �equation (1.78) (2.71)

_k = _k1 + _k2 (2.72)

_k1 =
� 2r cos� 1( _� 1 sin� 1)h2 + 2h_hr cos2 � 1

h4

=
2r _� 1 cos� 1 sin� 1

h2
+

2_hr cos2 � 1

h3
(2.73)

_k2 = _h

 
1

tan � 2(h2 + r 2)
�

1

(R2 + lE F ) sin� 2

p
h2 + r 2

!

+
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h

0

B
B
@

�
�

_� 2 (h2+ r 2 )
cos2 � 2

+ 2h_h tan � 2

�

tan2 � 2(h2 + r 2)2
+

_� 2 cos� 2

p
h2 + r 2 + h _h sin � 2p

h2+ r 2

(R2 + lE F ) sin2 � 2(h2 + r 2)

1

C
C
A

=
_hk2

h
�

_� 2h
sin2 � 2(h2 + r 2)

�
2h2 _h

tan � 2(h2 + r 2)2
+

h _� 2 cos� 2

(R2 + lE F ) sin2 � 2

p
h2 + r 2

+
h2 _h

(R2 + lE F ) sin� 2(h2 + r 2)3=2
(2.74)

Pour d�eterminer l'acc�el�eration desvecteursu i (desvecteursconstants), v i et w i , on

a que

•u i = 0; i = 1;2;3 (2.75)

•v i = •Q[v i ]R 0 + 2 _Q[ _v i ]R 0 + Q[•v i ]R 0; i = 1;2;3 (2.76)

•w i = Q � i Q �
•Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 (2.77)

o�u •Q est indiqu�ee�a l' �equation (1.87) et

[•v i ]R 0 = Q  i
•Q � [v i ]R � ; i = 1;2;3 (2.78)

•Q � = •� E � Q � + _� 2E � E � Q � (2.79)

•� = •hk + _h_k (2.80)

•Q � i = � •� i E � Q � i + _� 2
i E � E � Q � i ; i = 1;2;3 (2.81)

2.5 Dynamique

Une fois que les�equationsreli�ees�a la cin�ematiquesont connues,on peut poursuivre

l'analyseen mod�elisant chaquepartie du m�ecanismea�n de pouvoir calculer lese�orts

qui sont requis aux actionneursavec l'utilisation du principe du travail virtuel.

2.5.1 Mo d�elisation

Le m�ecanismese compose de 11 corps k : les membres proximaux 1, 2 et 3, les

membres distaux 1, 2 et 3, les tiges 1, 2 et 3 de longueur l, ainsi que la plate-forme et

l'actionneur prismatique. Pour simpli�er l'analyse,on consid�ereque tous cescorpsont

la mêmedensit�e � . De plus, on n�egligele poids et l'inertie desarticulations.
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2.5.1.1 Mem bres pro ximaux

Lesmembresproximaux peuvent être compos�esde formesg�eom�etriquesassezcom-

plexes.Donc, pour d�eterminer la massempr oximal i �a partir d'une densit�e � et du volume

de la forme g�eom�etrique, le centre de masse(CDM) du corpsG pr oximal i exprim�e dans

le rep�ere local du membre proximal (soit le rep�ere R pr oximal i correspondant au rep�ere

R � i montr �e sur l'image de droite de la �gure 2.5) et l'inertie I pr oximal i �evalu�eeau CDM

du corps, on peut recourir �a un logiciel de CAO (conception assist�ee par ordinateur)

tel quePro-ENGINEER qui permet d'e�ectuer le calcul. C'est d'ailleurs ce logiciel qui

est utilis�e pour valider les masses,les CDM et les matrices d'inertie calcul�es �a partir

d'expressionsanalytiques.

Ainsi, en connaissant la massempr oximal i , le CDM [Gpr oximal i ]R pr oximal i et l'inertie

I pr oximal i , on peut �etablir la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM �evalu�eesdans

le rep�ere �xe par

cm pr oximal i = c + Qpr oximal i [Gpr oximal i ]R pr oximal i ; i = 1;2;3 (2.82)

_cm pr oximal i = _Qpr oximal i [Gpr oximal i ]R pr oximal i ; i = 1;2;3 (2.83)

•cm pr oximal i = •Qpr oximal i [Gpr oximal i ]R pr oximal i ; i = 1;2;3 (2.84)

o�u

Qpr oximal i = Q I pr oximal i = Q � i Q � Q � i ; i = 1;2;3 (2.85)

_Qpr oximal i = Q � i Q �
_Q � i ; i = 1;2;3 (2.86)

•Qpr oximal i = Q � i Q �
•Q � i ; i = 1;2;3 (2.87)

Pour ce qui est de la vitesseangulaire ! pr oximal i ainsi que l'acc�el�eration angulaire

_! pr oximal i , celles-cisont donn�eesavec les relations suivantes

! pr oximal i = Q � i Q � [ _� i ;0;0]T = _� i u i ; i = 1;2;3 (2.88)

_! pr oximal i = Q � i Q � [•� i ;0;0]T = •� i u i ; i = 1;2;3 (2.89)

2.5.1.2 Mem bres distaux

De fa�con similaire aux membres proximaux, le logiciel de CAO Pro-ENGINEER

est utilis�e pour �evaluer la massemdistal i , le centre de masse(CDM) du corps G distal i
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exprim�e dans le rep�ere local du membre distal (soit le rep�ere R distal i montr �e sur la

�gure 2.8) et l'inertie I distal i �evalu�eeau CDM du corps.

PSfrag replacements

CiD i

E i

Fi lE F

R2
� 2

O0

ydistal i � (w i � v i ) � w i

xdistal i � w i

v i

zdistal i � w i � v i

Fig. 2.8 { Rep�ere local du membre distal.

Ainsi, une fois que la massemdistal i , le CDM [Gdistal i ]R distal i et l'inertie I distal i sont

d�etermin�ees,on peut �etablir la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM �evalu�ees

dans le rep�ere �xe par

cm distal i = c + Qdistal i [Gdistal i ]R distal i ; i = 1;2;3 (2.90)

_cm distal i = _Qdistal i [Gdistal i ]R distal i ; i = 1;2;3 (2.91)

•cm distal i = •Qdistal i [Gdistal i ]R distal i ; i = 1;2;3 (2.92)

o�u

Qdistal i = Q I distal i = [w i ; (w i � v i ) � w i ; w i � v i ]; i = 1;2;3 (2.93)

_Qdistal i = [ _w i ; ( _w i � v i ) � w i + (w i � _v i ) � w i + (w i � v i ) � _w i ;

_w i � v i + w i � _v i ]; i = 1;2;3 (2.94)

•Qdistal i = [ •w i ; ( •w i � v i ) � w i + (w i � •v i ) � w i + (w i � v i ) � •w i +

2( _w i � _v i ) � w i + 2( _w i � v i ) � _w i + 2(w i � _v i ) � _w i ;

•w i � v i + w i � •v i + 2 _w i � _v i ]; i = 1;2;3 (2.95)

Pour �evaluer la vitesseangulaire ! distal i , en utilisant les �equations�etabliesen [6],

on peut dire que la vitesseangulaire du membre distal est �egale�a celle du membre
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proximal en lui ajoutant une certaine composante de rotation dans la direction de w i ,

cequi implique que

! distal i = ! pr oximal i + kdistal i w i ; i = 1;2;3 (2.96)

Or, puisquenousdisposonsde la relation cin�ematiqueo�u

_v i = _w i + ! distal i � (v i � w i ); i = 1;2;3 (2.97)

alors le terme kdistal i de l' �equation (2.96) est

kdistal i =
r T

distal i sdistal i

r T
distal i r distal i

; i = 1;2;3 (2.98)

avec

r distal i = w i � v i ; i = 1;2;3 (2.99)

sdistal i = _v i � _w i � ! pr oximal i � (v i � w i ); i = 1;2;3 (2.100)

Pour �etablir l'acc�el�eration angulaire _! distal i , on d�erive l' �equation(2.96),cequi donne

_! distal i = _! pr oximal i + _kdistal i w i + kdistal i _w i ; i = 1;2;3 (2.101)

et puisquela d�eriv�eepar rapport au temps de l' �equation (2.97) est

•v i = •w i + ! distal i � ( _v i � _w i ) + _! distal i � (v i � w i ); i = 1;2;3 (2.102)

alors on a que le terme _kdistal i de l' �equation (2.101) est

_kdistal i =
gT

distal i hdistal i

gT
distal i gdistal i

; i = 1;2;3 (2.103)

avec

gdistal i = w i � v i ; i = 1;2;3 (2.104)

hdistal i = •v i � •w i � ! distal i � ( _v i � _w i ) �

( _! pr oximal i + kdistal i _w i ) � (v i � w i ); i = 1;2;3 (2.105)
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2.5.1.3 Tiges de longueur l

Chaque tige est mod�elis�ee comme un cylindre de longueur l et de rayon r l . En

regardant la �gure 2.6, on peut associer �a chaquetige un rep�ere R � ayant son origine

en Gi o�u l'axe x � suit la direction de Gi �a Fi et l'axe y� suit la direction de l'axe y i .

Ainsi, on peut �etablir que

[f i ]R  i
= [gi ]R  i

+ l[cos�; 0; sin� ]T ; i = 1;2;3 (2.106)
2

6
6
6
4

(R2 + lE F ) sin�

0

(R2 + lE F ) cos�

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

r

0

h

3

7
7
7
5

+

2

6
6
6
4

l cos�

0

l sin�

3

7
7
7
5

(2.107)

cequi permet de trouver la valeur de l'angle � avec

� = atan2(s� ;c� ) (2.108)

o�u

c� = cos� =
(R2 + lE F ) sin� � r

l
(2.109)

s� = sin� =
(R2 + lE F ) cos� � h

l
(2.110)

�A partir de la premi�ere ligne de l' �equation (2.107), il est possiblede d�eterminer la

vitesseet l'acc�el�eration de l'angle � par

_� =
� (R2 + lE F ) _� cos�

l sin�
(2.111)

•� =
[(R2+ lE F ) sin� _� 2� (R2+ lE F ) cos� _� •� ]l sin� + l cos� _� (R2+ lE F ) cos� _�

l2 sin2 �
(2.112)

En consid�erant que le CDM �evalu�e dans le rep�ere R  i , not�e [G tig e i ]R  i
, se situe �a la

mi-longueur de la tige, on a que

[G tig e i ]R  i
= [gi ]R  i

+ [si ]R  i
; i = 1;2;3 (2.113)

[ _G tig e i ]R  i
= [ _gi ]R  i

+ [_si ]R  i
; i = 1;2;3 (2.114)

[ •G tig e i ]R  i
= [ _gi ]R  i

+ [•si ]R  i
; i = 1;2;3 (2.115)

avec

[ _gi ]R  i
=

h
0;0;_h

i T
; i = 1;2;3 (2.116)
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[•gi ]R  i
=

h
0;0;•h

i T
; i = 1;2;3 (2.117)

[si ]R  i
=

"
l
2

cos�; 0;
l
2

sin�

#T

; i = 1;2;3 (2.118)

[_si ]R  i
= _� E � [si ]R  i

; i = 1;2;3 (2.119)

[•si ]R  i
= •� E � [si ]R  i

+ _� 2E � E � [si ]R  i
; i = 1;2;3 (2.120)

E � =

2

6
6
6
4

0 0 � 1

0 0 0

1 0 0

3

7
7
7
5

(2.121)

Donc, on peut �etablir que la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM �evalu�ees

dans le rep�ere �xe sont

cm tig e i = c + QQ  i [G tig e i ]R  i
; i = 1;2;3 (2.122)

_cm tig e i = _QQ  i [G tig e i ]R  i
+ QQ  i [ _G tig e i ]R  i

; i = 1;2;3 (2.123)

•cm tig e i = •QQ  i [G tig e i ]R  i
+ 2 _QQ  i [ _G tig e i ]R  i

+ QQ  i [ •G tig e i ]R  i
; i = 1;2;3 (2.124)

et, puisquechaquetige tourne selonunevitesse� _� autour de l'axe y� (ou de l'axe y i ),

alors la vitesseangulaireet l'acc�el�eration angulairesont respectivement

! tig e i = QQ  i [0; � _�; 0]T ; i = 1;2;3 (2.125)

_! tig e i = _QQ  i [0; � _�; 0]T + QQ  i [0; � •�; 0]T ; i = 1;2;3 (2.126)

Il est �a noter que la masse,la matrice d'inertie exprim�ee au CDM dans le rep�ere

R � et la matrice de rotation du rep�ereR � par rapport au rep�ere �xe sont pr�esent�ees�a

la sectionC.1 de l'annexeC.

2.5.1.4 Plate-forme

La section C.2 de l'annexe C pr�esente une mod�elisation simpli� �ee pour la plate-

forme (avec le calcul de la masse,de l'inertie et de la position du CDM), o�u celle-ci

peut être mod�elis�ee comme un disque muni d'un cylindre qui glisse �a l'in t�erieur de

l'actionneur prismatique (voir la �gure C.1).

L'orientation dela plate-formeestdonn�eepar la matrice derotation Q (voir l' �equation

(1.5)) du rep�ere mobile R 0
x0y0z0 par rapport au rep�ere �xe. Ainsi, la position du CDM
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de la plate-forme(not�eePF ), qui d�ependde la forme g�eom�etrique attribu �ee�a cecorps,

exprim�eedansce rep�ere mobile est

GP F = [GP F x0;GP F y0;GP F z0]T (2.127)

o�u les positions GP F x0 et GP F y0 sont desparam�etres constants tandis que la position

selonz0 (GP F z0) d�epend de la hauteur h. Ainsi, on tire que la vitesseet l'acc�el�eration

de cesolideexprim�eesdans le rep�ere mobile sont

_GP F = [0;0;_h]T (2.128)

•GP F = [0;0;•h]T (2.129)

Pour cequi estdela position, dela vitesseet del'acc�el�eration du CDM dela plate-forme

dans le rep�ere �xe, on a que

cm P F = c + QG P F (2.130)

_cm P F = _QG P F + Q _GP F (2.131)

•cm P F = •QG P F + 2 _Q _GP F + Q •GP F (2.132)

De plus, la vitesseangulaireainsi que l'acc�el�eration angulairesont respectivement

! P F = ! (2.133)

_! P F = _! (2.134)

2.5.1.5 Actionneur prismatique

On retrouve �a la sectionC.3 de l'annexe C une mod�elisation simpli� �eede l'action-

neur prismatique en y pr�esentant les calculsde la masse,de l'inertie et de la position

du CDM. Celui-ci est mod�elis�e commeun cylindre muni d'une cavit �e qui permet de

guider le mouvement de la plate-forme (voir la �gure C.2).

L'orientation de ce solideest donn�eepar la matrice de rotation Q (voir l' �equation

(1.5)) du rep�ere mobile R 0
x0y0z0 par rapport au rep�ere �xe. Ainsi, le CDM du solide

exprim�e dansce rep�eremobile est

GP = [GP x0;GP y0;GP z0]T (2.135)
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o�u la forme g�eom�etrique attribu �ee �a l'actionneur prismatique permet de d�e�nir les

constantes GP x0, GP y0 et GP z0. Donc, la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM

exprim�eesdans le rep�ere �xe sont

cm P = c + QG P (2.136)

_cm P = _QG P (2.137)

•cm P = •QG P (2.138)

De plus, la vitesseangulaireainsi que l'acc�el�eration angulairesont respectivement

! P = ! (2.139)

_! P = _! (2.140)

2.5.2 Princip e du tra vail virtuel

Pour calculer le coupleou la force (� j ) que doit produire le moteur (j = 1;2;3) ou

l'actionneur prismatique (j = 4), on va utiliser le principe du travail virtuel repr�esent�e

par la relation suivante (en consid�erant un d�eplacement virtuel unitaire aux action-

neurs)

� j = �
X

k

(f T
k � cj

m k + mT
k � ' j

k); j = 1;:::;4 (2.141)

o�u fk et m k sont respectivement les forceset les moments exerc�esau CDM de chaque

corps.

2.5.2.1 Forces et momen ts exerc �es au CDM de chaque corps

Les forcesexerc�eesau CDM de chaquecorpssont exprim�eespar

fk = � mk •cm k + [0;0; � mkg]T (2.142)

o�u g est l'acc�el�eration gravitationnelle et o�u lesacc�el�erationsdesCDM sont pr�esent�ees

aux �equations(2.84), (2.92), (2.124), (2.132) et (2.138). Pour ce qui est desmoments

exerc�esau CDM de chaquecorps,ceux-cisont exprim�escomme�etant

m k = � Q I k I kQT
I k _! k � ! k � (Q I k I kQT

I k ! k) (2.143)
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Les matrices d'inertie I k , �etant exprim�eesdans le rep�ere local de chacun descorps

k, doivent être multipli �eespar une matrice de rotation Q I k qui fait le lien entre le

rep�ere local de chaquecorpset le rep�ere �xe. Ainsi, les matrices de rotation descorps

Q I k , lesvitessesangulaires! k ainsi que lesacc�el�erationsangulaires _! k sont donn�ees�a

l'in t�erieur de la section2.5.1(ou �a l'annexeC).

2.5.2.2 D�eplacemen ts virtuels lin �eaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les d�eplacements virtuels lin�eaireset angulairesdu CDM de chaque

corpsassoci�esau d�eplacement virtuel unitaire d'un actuateur j (� � 1 = [1;0;0;0]T , � � 2 =

[0;1;0;0]T , � � 3 = [0;0;1;0]T et � � 4 = [0;0;0;1]T ), il su�t de reprendre les �equationsde

vitesseet de substituer les \ d
dt " par des\ � ".

Or, en utilisant l' �equation (2.60), on a que

� t j = A � 1B� � j = [� ' j T ;� hj ]T ; j = 1;:::;4 (2.144)

o�u � ' j = [� ' j
x ;� ' j

y ;� ' j
z]T . De plus, avec les �equations de vitesse obtenues dans les

sectionspr�ec�edentes, pour les membresproximaux (i = 1;2;3), on a que

� Q j
� i

= � � � j
i E � Q � i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.145)

� Q j
pr oximal i = Q � i Q � � Q j

� i
; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.146)

� cj
m pr oximal i = � Q j

pr oximal i [Gpr oximal i ]R pr oximal i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.147)

� ' j
pr oximal i = Q � i Q � [� � j

i ;0;0]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.148)

Concernant lesmembres distaux (i = 1;2;3), on a que

� � j = � hj k; j = 1;:::;4 (2.149)

� Q j
� = � � j E � Q � ; j = 1;:::;4 (2.150)

� Q j = 
 j Q =

2

6
6
6
4

0 � � ' j
z � ' j

y

� ' j
z 0 � � ' j

x

� � ' j
y � ' j

x 0

3

7
7
7
5

Q; j = 1;:::;4 (2.151)

[� v j
i ]R 0 = Q  i � Q j

� [v i ]R � ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.152)

� v j
i = � Q j [v i ]R 0 + Q[� v j

i ]R 0; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.153)
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� w j
i = Q � i Q � � Q j

� i
Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.154)

� Q j
distal i = [� w j

i ; (� w j
i � v i ) � w i + (w i � � v j

i ) � w i + (w i � v i ) � � w j
i ;

� w j
i � v i + w i � � v j

i ]; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.155)

� cj
m distal i = � Q j

distal i [Gdistal i ]R distal i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.156)

sj
distal i = � v j

i � � w j
i � � ' j

pr oximal i � (v i � w i ); i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.157)

kj
distal i =

r T
distal i s

j
distal i

r T
distal i r distal i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.158)

� ' j
distal i = � ' j

pr oximal i + kj
distal i w i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.159)

Pour cequi est destiges de longueur l (i = 1;2;3), on a que

� � j =
� (R2 + lE F )� � j cos�

l sin�
; j = 1;:::;4 (2.160)

[� gj
i ]R  i

=
h
0;0;� hj

i T
; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.161)

h
� sj

i

i

R  i

= � � j E � [si ]R  i
; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.162)

[� G j
tig e i ]R  i

= [� gj
i ]R  i

+ [� sj
i ]R  i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.163)

� cj
m tig e i = � Q j Q  i [G tig e i ]R  i

+ QQ  i [� G j
tig e i ]R  i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.164)

� ' j
tig e i = QQ  i [0; � � � j ;0]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (2.165)

Pour la plate-forme,on a que

� G j
P F = [0;0;� hj ]T ; j = 1;:::;4 (2.166)

� cj
m P F = � Q j GP F + Q� G j

P F ; j = 1;:::;4 (2.167)

� ' j
P F = � ' j ; j = 1;:::;4 (2.168)

Finalement, concernant l'actionneur prismatique, on a que

� cj
m P = � Q j GP ; j = 1;:::;4 (2.169)

� ' j
P = � ' j ; j = 1;:::;4 (2.170)

En appliquant lesr�esultatstir �esdes�equationspr�ec�edentes �a l'in t�erieur de l' �equation

(2.141) pour le calcul des couplesaux moteurs (j = 1;2;3) et de la force requise �a

l'actionneur prismatique (j = 4), on peut v�eri�er la validit �e des r�esultats trouv�es en

e�ectuant un bilan d'�energietel que montr �e �a la section1.6.4.



61

2.6 Exemple de r�esultats

Consid�erons un m�ecanisme(dont l'allure est montr �ee �a la �gure 2.9) enti �erement

fait d'aluminium (la densit�e du mat�eriau est � = 2700kg=m3) soumis �a une gravit �e

g = 9:81 m=s2 dont les param�etres de designsont les suivants (les unit �esde longueur,

d'angle, de masseet de temps sont respectivement le m�etre, le radian, le kilogramme

et la seconde):

-0.05

0

0.05

-0.05

0

0.05
0

0.05

0.1

PSfragreplacements

x
y

z

Fig. 2.9 { Allure du m�ecanismeparall�elesph�erique �a 4 ddl.

{ Pour la base: R = 0:055, � 1 = 0 et � = �
4 .

{ Pour lesmembres proximaux (voir la �gure 2.10): R1 = 0:050, � 1 = �
2 et

mpr oximal i = 0:011952875; i = 1;2;3

[Gpr oximal i ]R pr oximal i = 1 � 10� 2 [3:0941823;3:0941823;0]T ; i = 1;2;3

I pr oximal i = 1 � 10� 6

2

6
6
6
4

3:6372267 3:1537961 0

3:1537961 3:6372267 0

0 0 7:0752387

3

7
7
7
5

;i = 1;2;3

{ Pour les membres distaux (voir la �gure 2.10): R2 = 0:035, � 2 = �
2 , lE F = 0:005



62

et

mdistal i = 0:0087720126; i = 1;2;3

[Gdistal i ]R distal i = 1 � 10� 2 [2:1385486;2:1385486;0]T ; i = 1;2;3

I distal i = 1 � 10� 6

2

6
6
6
4

1:4643995 1:2210803 0

1:2210803 1:4643995 0

0 0 2:7825987

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3

{ Pour les tiges de longueur l : l = 0:015et r l = 0:003.

{ Pour la plate-forme: r = 0:023,  1 = 0, er = 0:005, r 1 = 0:0025et h1 = 0:015.

{ Pour l'actionneur prismatique: r 2 = 0:005,h2 = 0:020,r 3 = 0:0025et h3 = 0:015.PSfrag replacements

�epaisseur= 0:01

R1 ou R2

0:0025

0:005
0:005

0:005

O0

ypr oximal i ou ydistal i

xpr oximal i ou xdistal i

Fig. 2.10{ Mod�elisation desmembresproximaux et distaux.

Or, pour une tra jectoire du centre de la plate-formeO0 donn�eepar

� =
10�
180

sin(2t) � =
35�
180

sin(3t)

_� =
10�
180

(2) cos(2t) _� =
35�
180

(3) cos(3t)

•� = �
10�
180

(22) sin(2t) •� = �
35�
180

(32) sin(3t)

 =
25�
180

sin(4t) h = 0:030+ 0:005sin(8t)

_ =
25�
180

(4) cos(4t) _h = 0:005(8) cos(8t)

• = �
25�
180

(42) sin(4t) •h = � 0:005(82) sin(8t)
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on obtient les r�esultats montr �esaux �gures 2.11 �a 2.16. Il est �a noter que la position

(� pr ismatiq ue), la vitesse( _� pr ismatiq ue) et l'acc�el�eration ( •� pr ismatiq ue) du moteur de l'action-

neur prismatique ne sont pastrac�eesau niveaudes�gures 2.12�a 2.14puisqu'ellessont

directement tir �eesde la tra jectoire prescrite au centre de la plate-forme en d�e�nissant

h, _h et •h (voir l' �equation (2.60)).
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Fig. 2.11{ Trajectoire du centre de la plate-forme.
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2.7 Simulation dynamique sous AD AMS

Pour v�eri�er la validit �e dese�orts obtenus par le principe du travail virtuel, on peut

mod�eliserle MPS4DDL sousADAMS aveclesmêmescaract�eristiquesquel'on retrouve

�a la section2.6et lui soumettrelesvitessesaux moteurspr�esent�ees�a la �gure 2.13et la

vitesse�a l'actionneur prismatique donn�eepar _h en fonction du temps.La �gure 2.17(a)

illustre l'architecture du m�ecanisme�a l'in t�erieur du logiciel ADAMS et les r�esultats

obtenus sont pr�esent�es�a la �gure 2.17(b).

En joignant sur un même graphique les couples ou forces trouv�es �a partir des

�equationsanalytiques (soit avec MATLAB) �a ceux obtenus avec ADAMS, les �gures

2.18�a 2.21d�emontrent la concordanceparfaite entre les r�esultats tir �esavec le principe

du travail virtuel (MATLAB) et les r�esultats provenant du logiciel ADAMS.
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(a) Mod�elisation du m�ecanisme parall�ele sph�erique �a 4

degr�esde libert�e sousADAMS.

(b) Calcul descouplesou forcesaux actionneurs avec ADAMS.

Fig. 2.17{ Exemplede r�esultats pour une tra jectoire donn�eeavec ADAMS.
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Chapitre 3

M �ecanisme hybride sph�erique �a 4

degr �es de lib ert �e

3.1 Mo d�ele g�eom�etrique

Ce m�ecanisme,not�e MHS4DDL, est de type hybride puisqu'il est compos�e de deux

m�ecanismesconnect�es en s�erie. Tout d'abord, on retrouve un m�ecanismeparall�ele

sph�erique �a 3 degr�es de libert�e, �egalement nomm�e oeil agile, qui est tout-�a-fait iden-

tique au m�ecanismetrait �e �a l'in t�erieur du chapitre 2, maiso�u il faut toutefois consid�erer

seulement les 3 degr�esde libert�e reli�esaux moteurs sur la base(il faut donc �eliminer

l'e�et de l'actionneur prismatique en consid�erant une hauteur constante pour la plate-

forme de l'oeil agile). Ainsi, le m�ecanismeest �egalement de type sph�erique puisque

l'architecture de l'oeil agile implique que les axesde rotation desmembres proximaux

et distaux, c'est-�a-dire les vecteursu i formant la pyramide de la base,les vecteursw i



72

ainsi que lesvecteursv i formant la pyramide mobile, passent par le centre g�eom�etrique

du m�ecanismeO0 (o�u l'on retrouve une articulation sph�erique passive reliant la plate-

forme de l'oeil agile �a la base).Donc, le contr ôle des3 moteurs situ�essur la base(les

angles� 1, � 2 et � 3) permet d'orienter la plate-formede l'oeil agileselon3 anglesd'Euler

� , � et  .

De plus, au centre de la plate-forme de l'oeil agile, on retrouve un m�ecanisme de

translation �a 1 degr�e de libert�e qui permet �a une secondeplate-forme (poss�edant la

mêmeorientation quela plate-formede l'oeil agile) d'e�ectuer un mouvement de trans-

lation par rapport �a la plate-forme de l'oeil agile. Ainsi, le contr ôle du moteur situ�e

sur le m�ecanismede translation (l'angle � 4) permet d'obtenir une hauteur h d�esir�eequi

s�epare le centre de la secondeplate-forme du centre g�eom�etrique O0. Pour stabiliser

et contraindre cette translation �a un mouvement dirig�e selon l'axe z0, 3 m�ecanismes

�a 2 barres,nomm�esstabilisateurs, sont dispos�essym�etriquement entre les deux plate-

formes.La �gure 3.1 illustre l'architecture du MHS4DDL.

Donc, la miseen s�erie du m�ecanismede l'oeil agile et du m�ecanismede translation

permet un d�ecouplement complet entre les3 degr�esde libert�e en rotation et le degr�e de

libert�e en translation. Ainsi, on peut analyserde mani�ere ind�ependante la cin�ematique

reli�ee�a l'oeil agileet la cin�ematiquedu m�ecanismede translation. Par la suite, une fois

les�equationsdu mouvement connues,il est possiblede regrouper ces�equationsa�n de

former les matrices jacobiennesdu m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�esde libert�e.

3.1.1 G�eom�etrie de l'o eil agile

L'oeil agile secomposed'une base,d'une plate-forme, de 3 membres proximaux et

de 3 membres distaux. Ainsi, toutes les �equationspr�esent�ees�a l'in t�erieur dessections

2.1.1et 2.1.3s'appliquent respectivement pour la g�eom�etrie de la baseet la g�eom�etrie

desmembresproximaux. Toutefois,commeil serapr�esent�e aux deux sectionssuivantes,

certainesmodi�cations doivent être apport�eesconcernant la g�eom�etrie dela plate-forme

de l'oeil agile et la g�eom�etrie desmembres distaux. Pour visualiser la g�eom�etrie d'une

patte de l'oeil agile, on peut ser�ef�erer �a la �gure 2.2 en arrêtant la châ�ne cin�ematique

au niveau du point Fi (cependant, en regardant l'allure des membres distaux sur la

�gure 3.1, on doit consid�erer que le point Fi est situ�e plus pr�esdu centre g�eom�etrique
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Fig. 3.1 { Architecture du m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�esde libert�e.

O0 que le point E i ).

3.1.1.1 G�eom�etrie de la plate-forme de l'o eil agile

Un rep�ere mobile R 0
x0y0z0 ayant son origine O0 centr �ee au centre g�eom�etrique du

m�ecanismeC et dont l'axe z0 suit le vecteur O0POA (POA �etant le centre de la plate-

formedel'oeil agile)permetded�e�nir l'orientation dela plate-forme.Ainsi, l'orientation

est donn�eepar la matrice de rotation Q de l' �equation(1.5) o�u lesanglesd'Euler autour

de x, y et z sont respectivement � , � et  . Ainsi, la position du centre de la plate-forme
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de l'oeil agile est

pOA = c + Q[pOA ]R 0 (3.1)

avec cette position, exprim�eedans le rep�ere mobile, qui est

[pOA ]R 0 = [0;0;hOA ]T (3.2)

Il est �a noter quela hauteur du centre dela plate-formehOA seradonn�ee�a l' �equation

(3.12) de la section3.1.1.2.Or, en projetant le rep�ereR 0 dansle plan de la plate-forme

(qui est �a unehauteur z0 = hOA ), on obtient la g�eom�etrie pr�esent�ee�a la �gure 3.2o�u les

points Fi , i = 1;2;3, sont dispos�esde mani�ere sym�etrique sur un cerclede rayon r OA .
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y 1

Fig. 3.2 { Plate-forme de l'oeil agile.

Donc, en d�eterminant  1, on a que

 2 =  1 +
2�
3

(3.3)

 3 =  1 +
4�
3

(3.4)

et lespoints Fi sont localis�espar

f i = c + Q[f i ]R 0; i = 1;2;3 (3.5)

avec

[f i ]R 0 = Q  i [f i ]R  i
; i = 1;2;3 (3.6)
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Q  i = Qz0j  i
=

2

6
6
6
4

cos i � sin i 0

sin i cos i 0

0 0 1

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (3.7)

[f i ]R  i
= [rOA ;0;hOA ]T ; i = 1;2;3 (3.8)

3.1.1.2 G�eom�etrie des membres distaux

La �gure 3.3 montre l'orientation des vecteurs v i qui est donn�ee par l'angle � .

Contrairement au m�ecanismepr�esent�e au chapitre 2 (o�u la hauteur de la plate-forme

peut varier pour ainsi modi�er l'angle � ), l'angle � ne varie pas en fonction de la

tra jectoire �etablie.
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Fig. 3.3 { Membre distal.

Or, bien que la valeur de l'angle � peut être d�etermin�ee de mani�ere tout �a fait

libre, en �xan t ad�equatement cet angle avec les param�etres � , � 1 et � 2, des �etudes

ant�erieuresen [4] ont d�emontr �e qu'il est possibled'obtenir descon�gurations isotropes,

c'est-�a-dire des con�gurations pour lesquellesla qualit�e de la transformation lin�eaire

entre le vecteurdesvitessesaux moteurset le vecteurdesvitessesangulaires�a la plate-

forme est parfaite, ce qui permet d'obtenir une pr�ecisionde positionnement optimale.

Donc, parmi les di� �erentes combinaisonspropos�eesdans [4], en voici une qui o�re de

bonnesperformances

� = � 1 = � 2 =
�
2

(3.9)
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� = asin

 
2
p

3
3

sin
�
2

!

(3.10)

� = � (3.11)

o�u l'angle � est compris entre chacun descôt�esde la pyramide de la baseform�eepar

les vecteurs u i (voir la �gure 3.1). L' �equation (3.10) montre la relation g�eom�etrique

directe entre l'angle � et � , cequi permet en �xan t l'angle � �a 90� d'avoir lesvecteurs

u i orthogonaux entre eux. De plus, en raison de l' �equation (3.11), il y a �egalement

orthogonalit�e entre lesvecteursv i .

Ainsi, en connaissant l'angle � et en �xan t le rayon de la plate-formede l'oeil agile,

not�e rOA , on obtient par g�eom�etrie que

hOA =
rOA

tan�
(3.12)

Or, le vecteur unitaire v i allant dansla direction de O0 �a Fi (les points O0, Fi et E i

�etant sur la mêmeligne) est

v i = Q[v i ]R 0; i = 1;2;3 (3.13)

o�u

[v i ]R 0 = Q  i Q � [v i ]R � ; i = 1;2;3 (3.14)

avec

Q � = Qy i

�
�
�
�

=

2

6
6
6
4

cos� 0 sin�

0 1 0

� sin� 0 cos�

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (3.15)

[v i ]R �
= [0;0;1]T ; i = 1;2;3 (3.16)

et lespoints E i sont localis�espar

ei = c + R2v i ; i = 1;2;3 (3.17)

3.1.2 G�eom�etrie des stabilisateurs

Entre la plate-forme de l'oeil agile et la secondeplate-forme, on retrouve 3 sta-

bilisateurs o�u chacun est form�e de 2 membrures (la premi�ere membrure de longueur



77

l � 1 reliant les points S1i et S2i , la secondemembrure de longueur l � 2 allant despoints

S2i �a S3i ) ayant des liaisons roto•�despassives �a leurs extr�emit�es.La �gure 3.4 illustre

l'architecture desstabilisateurs (pour faciliter la visualisation, 3 plans ombrag�es sont

dessin�espour indiquer l'orientation desplansx0z0, x  i z i et x&i z&i en consid�erant queles

axesz0, z i et z&i sont orient�esdans la mêmedirection et le mêmesens).Ainsi, chaque

stabilisateur i est un m�ecanismeplan �a 2 barres�evoluant dans le plan x&i z&i . Dispos�es

de mani�ere sym�etrique, cesstabilisateurscontraignent la plate-forme du m�ecanisme�a

un mouvement de translation dirig�eselonl'axe z0 du rep�eremobileR 0. Il est �a noter que

la pr�esencede seulement 2 stabilisateursest n�ecessairepour contraindre le mouvement

de la plate-formeselonl'axe z0, et que le troisi�emestabilisateur est uniquement pr�esent

pour assurerune meilleurestabilit �e.
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Fig. 3.4 { G�eom�etrie desstabilisateurs.

Ainsi, en orientant le premier stabilisateur selonun angle&1 par rapport �a l'axe x  1 ,

on obtient par sym�etrie que

&2 = &1 +
2�
3

(3.18)

&3 = &1 +
4�
3

(3.19)
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et la matrice de rotation du rep�ere R &i par rapport �a R  i est

Q&i = Qz i

�
�
�
&i

=

2

6
6
6
4

cos&i � sin&i 0

sin&i cos&i 0

0 0 1

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3 (3.20)

En �xan t les distancesrS1 et hS1 de mani�ere �a positionner les points S1i dans le

rep�ere R &i par

[s1i ]R &i
= [rS1;0;hS1]T ; i = 1;2;3 (3.21)

et sachant que les points S3i sont situ�es �a une distance r S3 et une hauteur h (h est

variable selonla tra jectoire choisie), cequi donne

[s3i ]R &i
= [rS3;0;h]T ; i = 1;2;3 (3.22)

alors chaquestabilisateur devient tout simplement un m�ecanismepassif �a 2 degr�esde

libert�e o�u lespoints S1i et S3i sont connus. Cespoints sont localis�esdansle rep�ere �xe

par

s1i = c + QQ  i Q&i [s1i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.23)

s3i = c + QQ  i Q&i [s3i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.24)

Ainsi, pour d�eterminer la position dechaquepoint S2i , on doit r�esoudrele probl�eme

g�eom�etrique inversereli�e �a un m�ecanisme�a 2 degr�esdelibert�eend�eterminant l'angle � 1

qui est identique pour i = 1, 2 et 3 (puisqueles3 stabilisateursont lesmêmeslongueurs

l � 1 et l � 2 ). En adoptant la proc�edurepr�esent�ee�a la section1.2 du chapitre 1, on peut

repr�esenter sousforme vectorielle dans le rep�ereR &i que

[v � ]R &i
= [s3i ]R &i

� [s1i ]R &i
� [u � ]R &i

; i = 1;2;3 (3.25)

avec

[u � ]R &i
= l � 1 [cos� 1;0; sin� 1]T ; i = 1;2;3 (3.26)

Ainsi, les vecteurs [u � ]R &i
et [v � ]R &i

vont respectivement des points S1i �a S2i et des

points S2i �a S3i . En prenant le carr�e de la norme de [v � ]R &i
, on obtient

[v � ]TR &i
[v � ]R &i

= l2
� 2

= ([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

� [u � ]R &i
)T ([s3i ]R &i

�

[s1i ]R &i
� [u � ]R &i

); i = 1;2;3

l2
� 2

= ([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

)T ([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

) �

2([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

)T [u � ]R &i
+ l2

� 1
; i = 1;2;3 (3.27)
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De plus, en consid�erant les vecteursunitaires suivants

ex&i
= [1;0;0]T (3.28)

ez&i
= [0;0;1]T (3.29)

l' �equation (3.27) devient sousla forme

K 1i cos� 1 + K 2i sin� 1 + K 3i = 0; i = 1;2;3 (3.30)

avec

K 1i = 2([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

)T l � 1 ex&i
; i = 1;2;3 (3.31)

K 2i = 2([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

)T l � 1 ez&i
; i = 1;2;3 (3.32)

K 3i = l2
� 2

� l2
� 1

� ([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

)T ([s3i ]R &i
� [s1i ]R &i

); i = 1;2;3 (3.33)

En utilisant les identit �es

cos� 1 =
1 � t2

i

1 + t2
i
; i = 1;2;3 (3.34)

sin� 1 =
2t i

1 + t2
i
; i = 1;2;3 (3.35)

avec

t i = tan

 
� 1

2

!

; i = 1;2;3 (3.36)

on trouve la relation

[� K 1i + K 3i ]t2
i + [2K 2i ]t i + [K 1i + K 3i ] = 0; i = 1;2;3 (3.37)

cequi implique que

t i =
� 2K 2i �

q
(2K 2i )2 � 4(� K 1i + K 3i )(K 1i + K 3i )

2(� K 1i + K 3i )
; i = 1;2;3 (3.38)

Ainsi, l'angle recherch�e � 1 est

� 1 = 2atan(t i ); i = 1;2;3 (3.39)

Or, pour �eviter les interf�erencesm�ecaniques,on choisit le signedevant le radical de

l' �equation(3.38) comme�etant positif pour i = 1, 2, 3. Une fois quel'angle � 1 estconnu,

celui-ci permet de localiser les points S2i dans le rep�ere R &i avec

[s2i ]R &i
= [s1i ]R &i

+ l � 1 [cos� 1;0; sin� 1]T ; i = 1;2;3 (3.40)
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et on obtient dans le rep�ere �xe que

s2i = c + QQ  i Q&i [s2i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.41)

Pour �evaluer l'angle � 2, on a que

� 2 = atan2
h
(s3i z&i

� s2i z&i
);(s3i x &i

� s2i x &i
)
i
; i = 1;2;3 (3.42)

3.1.3 G�eom�etrie du m�ecanisme de translation

Avec lesstabilisateursqui contraignent la plate-formedu m�ecanisme�a bougeruni-

quement le long de l'axe z0, le m�ecanismede translation �a 1 degr�ede libert�e, illustr �e �a la

�gure 3.5(a), consisteen deux membruresde longueurl2 et l3 allant respectivement des

points P1 �a P2 et despoints P2 �a P4 o�u l'on retrouve une articulation roto•�de motoris�ee

en P1 et desarticulations roto•�despassivesen P2 et P4. Pour simpli�er la mod�elisation,

on va consid�erer que le point P4 correspond au centre de la plate-forme, soit un point

�egalement not�e P sur la �gure 3.4 (donc, on a que P4 � P). Puisqueles points O0, P1

et P4 sont toujours positionn�essur l'axe z0, il est possibled'�evaluer l'angle � 4, contr ôl�e

par le moteur au point P1, qui est form�e entre l'axe z0 (ou l'axe z� ) et la membrure

P1P2 de mani�ere �a obtenir la hauteur h de la plate-formed�esir�eepar rapport au centre

g�eom�etrique O0.

D'autre part, il est �a noter que le point P1 est situ�e �a une distance l1 du centre

g�eom�etrique O0 et que, normalement, cette longueur l1 est un param�etre �x �e comme

�etant sup�erieur �a la hauteur du centre de la plate-forme de l'oeil agile hOA (voir

l' �equation (3.12)). De plus, a�n d'augmenter la rigidit �e du m�ecanismede translation,

il est pr�ef�erablede fermer la châ�ne ouverte P1P2P4 en lui ajoutant deux autres mem-

brures,ayant desarticulations roto•�despassives�a leurs extr�emit�es,de longueur l2 et l3

allant respectivement despoints P1 �a P3 et P3 �a P4 (ce qui permet d'avoir une châ�ne

ferm�eesym�etrique par rapport �a l'axe z� ).

De plus, ce m�ecanismede translation est orient�e selonun angle � mesur�e par rap-

port �a l'axe x&1 , c'est-�a-dire l'axe qui sert �a indiquer le plan de mouvement du pre-

mier stabilisateur. De cette fa�con, il est facile d'orienter successivement lesm�ecanismes

qui composent le MHS4DDL et voici une br�eve r�ecapitulation pour orienter tous ces

di� �erents rep�eres: le rep�ere mobile �etant orient�e par rapport au rep�ere �xe, on oriente
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PSfrag replacements

O0

P1

P2P3

P4

� 4

#

l2 l2

l3 l3

l1

xP1P2

zP1P2

xP4P2

zP4P2

xP4P3

zP4P3

xP1P3

zP1P3

x �

z�

y�

h

(a) G�eom�etrie du m�ecanisme.

PSfrag replacements

x0

y0

x  1

y 1

x&1y&1

x �

y�

O0
z0 � z 1 � z&1 � z�

 1

&1

�
P2

P3

(b) Orientation par rapport aux autres rep�eres.

Fig. 3.5 { M�ecanismede translation �a 1 ddl.

d'abord le point F1 de la plate-forme de l'oeil agile selon un angle  1 par rapport

au rep�ere mobile (les points F2 et F3 sont orient�es par sym�etrie), puis on oriente le

premier stabilisateur de l'oeil agile selonun angle &1 par rapport �a la plate-forme de

l'oeil agile (les deuxi�emeet troisi�emestabilisateurs�etant orient�espar sym�etrie), et on

oriente �nalement le m�ecanismede translation selonun angle� par rapport au premier

stabilisateur.

Donc, en tournant autour de l'axe z&1 d'un angle� , la matrice de rotation du rep�ere

R � par rapport au rep�ereR &1 est

Q � = Qz&1

�
�
�
�

=

2

6
6
6
4

cos� � sin� 0

sin� cos� 0

0 0 1

3

7
7
7
5

(3.43)

et on d�etermine la position des points P1 �a P4 du m�ecanismede translation dans le

rep�ere R � par

[p1]R �
= [0;0;l1]T (3.44)

[p2]R �
= [p1]R � + l2[sin� 4;0; cos� 4]T (3.45)

[p3]R �
= [p1]R � + l2[� sin� 4;0; cos� 4]T (3.46)
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[p4]R �
= [0;0;h]T (3.47)

Ainsi, dans le rep�ere �xe, on localiseces4 points avec la relation suivante

p i = c + QQ  1 Q&1Q � [p i ]R � ; i = 1;:::;4 (3.48)

3.1.4 G�eom�etrie de la plate-forme du m�ecanisme hybride

�A la section3.1.1.1,en d�e�nissant l'orientation de la plate-formede l'oeil agileavec

l'aide de 3 anglesd'Euler, on se trouvait �a d�e�nir par la mêmeoccasionl'orientation

de la plate-formedu MHS4DDL puisquecelle-cine peut qu'e�ectuer un mouvement de

translation dansune direction perpendiculaireau plan de la plate-formede l'oeil agile,

c'est-�a-dire selonl'axe z0. Puisque la distances�eparant le centre de la plate-forme du

m�ecanismehybride P et le centre g�eom�etrique O0 est not�eeh, alors on a que

p = c + Q[p]R 0 (3.49)

avec la position du centre de la plate-formedans le rep�ere mobile qui est

[p]R 0 = [0;0;h]T (3.50)

De cette fa�con, on d�e�nie l'orientation et la position de la plate-forme du m�ecanisme

hybride en sp�eci�ant le vecteur suivant

� = [�;� ; ;h]T (3.51)

3.2 Probl �eme g�eom�etrique inverse

3.2.1 PGI du m�ecanisme de l'o eil agile

En imposant une orientation �a la plate-forme de l'oeil agile, il est possible de

d�eterminer la position angulaire des moteurs � 1, � 2 et � 3. Pour ce faire, le contenu

de la section 2.2 s'applique enti �erement pour la r�esolution du PGI du m�ecanismede

l'oeil agile. Il est �a noter qu'avec2 solutionspour chaqueangle� i (i = 1;2;3), l'oeil agile

peut adopter 8 con�gurations di� �erentes pour une mêmeorientation de la plate-forme.
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3.2.2 PGI du m�ecanisme de translation

En regardant la �gure 3.5(a), on peut �etablir par g�eom�etrie que

h = l1 + l2 cos� 4 + l3 cos# (3.52)

Or, puisqu'on a que

l2
3 = (l3 cos#)2 + (l2 sin� 4)2 (3.53)

l3 cos# = �
q

l2
3 � l2

2 sin2 � 4 (3.54)

alors, en prenant le signepositif devant le radical de l' �equation (3.54), la substitution

de cette �equation dans l' �equation (3.52) donnela relation suivante

h = l1 + l2 cos� 4 +
q

l2
3 � l2

2 sin2 � 4 (3.55)

o�u la hauteur h est uniquement exprim�eeen fonction de la variable angulaire � 4 et des

distancesl1, l2 et l3. En manipulant cette derni�ere �equation, on obtient que

l2
3 � l2

2 sin2 � 4 = (h � l1 � l2 cos� 4)
2

l2
3 � l2

2 sin2 � 4 = h2 + l2
1 + l2

2 cos2 � 4 � 2hl1 � 2hl2 cos� 4 + 2l1l2 cos� 4

0 = h2 + l2
1 + l2

2 � l2
3 � 2hl1 + (2l1l2 � 2hl2) cos� 4

cos� 4 =
� h2 � l2

1 � l2
2 + l3

3 + 2hl1
2l2(l1 � h)

(3.56)

cequi implique que la position angulairedu moteur est donn�eepar

� 4 = acos

 
� h2 � l2

1 � l2
2 + l3

3 + 2hl1
2l2(l1 � h)

!

(3.57)

Pour �evaluer la valeur de l'angle #, il s'agit d'utiliser l' �equation (3.54), cequi donne

# = acos

0

@

q
l2
3 � l2

2 sin2 � 4

l3

1

A (3.58)

3.3 �Equations de vitesse

3.3.1 �Equations de vitesse du m�ecanisme de l'o eil agile

La principale di� �erenceentre les �equationsde vitessedu m�ecanismede l'oeil agile

et cellesd�evelopp�ees�a la section2.3 du chapitre 2 est que,pour l'oeil agile, lesvecteurs
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[v i ]R 0 ne varient pasen fonction du tempspuisquel'angle � de la pyramide mobile reste

constant (revoir l' �equation (3.11) et les �gures 3.1 et 3.3). Ainsi, il faut consid�erer que

_� = •� = 0 (3.59)

[ _v i ]R 0 = [•v i ]R 0 = 0; i = 1;2;3 (3.60)

Donc, en ser�ef�erant �a ce qui a �et�e developp�e au chapitre 2 et en d�erivant par rapport

au temps l' �equation (2.37), on obtient

_w i � v i + w i � _v i = 0; i = 1;2;3 (3.61)

avec

_w i = Q � i Q �
_Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 (3.62)

o�u

_Q � i = � _� i E � Q � i ; i = 1;2;3 (3.63)

E � =

2

6
6
6
4

0 0 0

0 0 1

0 � 1 0

3

7
7
7
5

(3.64)

et

_v i = _Q[v i ]R 0; i = 1;2;3 (3.65)

o�u _Q est exprim�ee�a l' �equation (1.56). Donc, en revenant �a l' �equation (3.61), on a que

�
� _� i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

�
�v i + w i � (
Q [v i ]R 0) = 0; i = 1;2;3

� _� i vT
i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

+ wT
i 
Q [v i ]R 0 = 0; i = 1;2;3 (3.66)

et puisque

wT
i 
Q [v i ]R 0 = wT

i [! � (Q[v i ]R 0)]; i = 1;2;3 (3.67)

= [(Q[v i ]R 0) � w i ]T ! ; i = 1;2;3 (3.68)

alors on obtient la relation suivante qui lie les vitessesangulairesde la plate-forme de

l'oeil agile aux vitessesangulairesdesmoteurs

[(Q[v i ]R 0) � w i ]T ! = [vT
i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

] _� i ; i = 1;2;3 (3.69)
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3.3.2 �Equations de vitesse du m�ecanisme de translation

�A partir de l' �equation (3.55), on peut dire que

_h = � l2 sin� 4
_� 4 �

l2
2 sin� 4 cos� 4

_� 4q
l2
3 � l2

2 sin2 � 4

=

2

4 � l2 sin� 4 �
l2
2 sin� 4 cos� 4q
l2
3 � l2

2 sin2 � 4

3

5 _� 4 = k _� 4 (3.70)

ce qui met en relation la vitesse de la hauteur d�esir�ee _h en fonction de la vitesse

angulaire du moteur _� 4 et d'une variable k qui d�epend de la valeur de l'angle � 4. Une

fois la vitesseangulaire _� 4 connue, on peut d�eriver l' �equation (3.48) a�n d'�evaluer les

vitessesdesdi� �erents points du m�ecanismede translation avec

_p i = _QQ  1 Q&1 Q � [p i ]R � + QQ  1 Q&1 Q � [ _p i ]R � ; i = 1;:::;4 (3.71)

o�u, en d�erivant les �equations(3.44) �a (3.47), on a que

[ _p1]R �
= [0;0;0]T (3.72)

[ _p2]R �
= _� 4E � P2

([p2]R � � [p1]R � ) (3.73)

[ _p3]R �
= _� 4E � P3

([p3]R � � [p1]R � ) (3.74)

[ _p4]R �
= [0;0;_h]T (3.75)

avec

E � P2
=

2

6
6
6
4

0 0 1

0 0 0

� 1 0 0

3

7
7
7
5

(3.76)

E � P3
=

2

6
6
6
4

0 0 � 1

0 0 0

1 0 0

3

7
7
7
5

(3.77)

Pour d�eterminer la vitesse angulaire _#, il su�t de d�eriver l' �equation (3.52), ce qui

implique que

_# =
� _h � l2 sin� 4

_� 4

l3 sin#
(3.78)
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3.3.3 Com binaison des �equations de vitesse

En combinant les �equations (3.69) et (3.70) sous une forme matricielle o�u t =

[! T ;_h]T et _� = [ _� 1; _� 2; _� 3; _� 4]T , on trouve que

A t = B _� (3.79)

avec

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

[(Q[v1]R 0) � w1]T 0

[(Q[v2]R 0) � w2]T 0

[(Q[v3]R 0) � w3]T 0

0(1� 3) 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.80)

B =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

vT
1 Q � 1 Q � E � Q � 1 Q � 1 [w1]R � 1

0 0 0

0 vT
2 Q � 2 Q � E � Q � 2 Q � 1 [w2]R � 1

0 0

0 0 vT
3 Q � 3 Q � E � Q � 3 Q � 1 [w3]R � 1

0

0 0 0 k

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.81)

Or, enconsid�erant la relation entre lesvitessesangulaires! et lesvitessesdesangles

d'Euler, on peut �ecrire que

t =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

! x

! y

! z

_h

3

7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
6
4

1 0 sin� 0

0 cos� � sin� cos� 0

0 sin� cos� cos� 0

0 0 0 1

3

7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
6
4

_�
_�
_ 
_h

3

7
7
7
7
7
7
7
5

= S_� (3.82)

et l' �equation (3.79) devient sousla forme

AS _� = B _� (3.83)

Cette derni�ere �equation met en relation les vitessesdes 4 degr�es de libert�e du

m�ecanismehybride sph�erique ( _� , _� , _ et _h) avec les vitessesqui sont requisesaux

actionneurs pour e�ectuer la tra jectoire prescrite ( _� 1, _� 2, _� 3 et _� 4). On remarque le

d�ecouplageentre, d'une part, les3 premiersdegr�esde libert�e et, d'autre part, le degr�e

de libert�e en translation. A�n de s'assurerque les expressionsdesmatrices A , B et S

sont exactes,on peut seservir de la proc�edureindiqu�ee�a la section1.3.1.
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3.4 �Equations d'acc �el�eration

En d�erivant l' �equation(3.83),on trouvequelesvitessesdesactionneurssont donn�ees

par
•� = B � 1[( _A S + A _S) _� + AS •� � _B _� ] (3.84)

avec

_A =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

hn
( _Q[v1]R 0) � w1

o
+ f (Q[v1]R 0) � _w1g

i T
0

hn
( _Q[v2]R 0) � w2

o
+ f (Q[v2]R 0) � _w2g

i T
0

hn
( _Q[v3]R 0) � w3

o
+ f (Q[v3]R 0) � _w3g

i T
0

0(1� 3) 0

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.85)

_B =

2

6
6
6
6
6
6
6
4

_B11 0 0 0

0 _B22 0 0

0 0 _B33 0

0 0 0 _k

3

7
7
7
7
7
7
7
5

(3.86)

_S =

2

4
_S1(3� 3) 0(3� 1)

0(1� 3) 0(1� 1)

3

5 (3.87)

o�u

_B ii = _vT
i Q � i Q � E � Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

+ vT
i Q � i Q � E �

_Q � i Q � 1 [w i ]R � 1
; i = 1;2;3 (3.88)

_S1 = voir l' �equation (1.78) (3.89)

_k = � l2 cos� 4
_� 4 �

l2
2

_� 4(cos2 � 4 � sin2 � 4)
q

l2
3 � l2

2 sin2 � 4 + l4
2 sin2 � 4 cos2 � 4 _� 4p

l2
3 � l2

2 sin2 � 4

l2
3 � l2

2 sin2 � 4
(3.90)

Pour d�eterminer l'acc�el�eration desvecteursu i (des vecteursconstants), v i et w i , on a

que

•u i = 0; i = 1;2;3 (3.91)

•v i = •Q[v i ]R 0; i = 1;2;3 (3.92)

•w i = Q � i Q �
•Q � i Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 (3.93)

o�u •Q est indiqu�ee�a l' �equation (1.87) et

•Q � i = � •� i E � Q � i + _� 2
i E � E � Q � i ; i = 1;2;3 (3.94)
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Au niveau du m�ecanismede translation, on d�etermine l'acc�el�eration des points en

d�erivant les �equations(3.71) �a (3.75), cequi implique que

•p i = •QQ  1 Q&1 Q � [p i ]R � + 2 _QQ  1 Q&1 Q � [ _p i ]R � + QQ  1 Q&1 Q � [•p i ]R � ; i = 1;:::;4 (3.95)

avec

[•p1]R �
= [0;0;0]T (3.96)

[•p2]R �
= •� 4E � P2

([p2]R � � [p1]R � ) � _� 2
4([p2]R � � [p1]R � ) (3.97)

[•p3]R �
= •� 4E � P3

([p3]R � � [p1]R � ) � _� 2
4([p3]R � � [p1]R � ) (3.98)

[•p4]R �
= [0;0;•h]T (3.99)

et l'acc�el�eration angulaire •# est donn�eeen d�erivant l' �equation (3.78), cequi donne

•# =
[� •h � l2(cos� 4

_� 2
4 + sin� 4

•� 4)]l3 sin# � l3 cos# _#[� _h � l2 sin� 4
_� 4]

l2
3 sin2 #

(3.100)

3.5 Dynamique

L'objectif decette analyseestdecalculerlescouplesqui sont requisaux actionneurs

du MHS4DDL a�n d'e�ectuer une tra jectoire prescrite au centre de la plate-forme

du m�ecanismehybride. Donc, apr�esavoir obtenu les �equationsde positionnement, de

vitesseet d'acc�el�eration, on peut poursuivre l'analyse en mod�elisant chaquepartie du

MHS4DDL. Par la suite, il sera possible d'�evaluer ces couplesavec l'utilisation du

principe du travail virtuel.

3.5.1 Mo d�elisation

Le m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�es de libert�e se compose des 18 corps

k suivants : 3 membres proximaux (not�es proximal 1, proximal 2 et proximal 3), 3

membresdistaux (not�esdistal 1, distal 2 et distal 3), la plate-formedel'oeil agile(not�ee

PF OA), 2 membrures pour chaque stabilisateur i allant des points S1i �a S2i (not�ees

S11S21, S12S22 et S13S23) et des points S2i �a S3i (not�eesS21S31, S22S32 et S23S33), 4

membrures pour le m�ecanismede translation allant despoints P1 �a P2 (not�eeP1P2),

P4 �a P2 (not�eeP4P2), P1 �a P3 (not�eeP1P3) et P4 �a P3 (not�eeP4P3), et la plate-forme
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du m�ecanisme(not�eePF ). Notons, pour simpli�er l'analyse, que tous les corpsont la

mêmedensit�e � et qu'on n�egligele poids et l'inertie desarticulations.

3.5.1.1 Mo d�elisation de l'o eil agile

Pour la mod�elisation des3 membresproximaux et des3 membresdistaux, on a qu'�a

ser�ef�erer aux sections2.5.1.1et 2.5.1.2pr�esent�eesau chapitre 2. Toutefois,concernant

la plate-forme de l'oeil agile qui se r�ef�ere au contenu de la section 2.5.1.4,il faut ap-

porter quelquesmodi�cations �a l'in t�erieur de cette section au niveau de la notation

desdi� �erentes variables (pour ne pas cr�eer de confusionentre la plate-forme de l'oeil

agile,not�eePF OA, et celledu m�ecanismehybride, not�eePF ). Ainsi, il faut substituer

tous les indicesPF par PF OA, puis substituer lesvariablesh par hOA (o�u hOA est un

param�etre constant calcul�e �a l' �equation (3.12), donc _hOA = •hOA = 0), r par rOA et er

par er O A . De plus, puisquela variable h1 relie le dessousde la plate-formede l'oeil agile

au centre g�eom�etrique O0, on a que

h1 = hOA �
er O A

2
(3.101)

3.5.1.2 Mo d�elisation des stabilisateurs

Chaquestabilisateurestcompos�ede2 tiges(la premi�eredelongueurl � 1 et la seconde

de longueur l � 2 ) et on va ser�ef�erer aux �equationsd�evelopp�ees�a la section2.5.1.3pour

mod�eliser ces tiges. Pour �evaluer la masse,l'inertie et les matrices de rotation des

rep�eresR � 1 et R � 2 par rapport au rep�ere �xe, la section D.1 de l'annexe D pr�esente

cescalculs.

En regardant la �gure 3.4, on peut associer �a chaquetige de longueur l � 1 un rep�ere

R � 1 ayant son origine en S1i o�u l'axe x � 1 suit la direction de S1i �a S2i et l'axe y� 1 suit

la direction de l'axe y&i . De même,pour chaquetige de longueur l � 2 , on peut associer

un rep�ere R � 2 ayant son origine en S2i o�u l'axe x � 2 suit la direction de S2i �a S3i et

l'axe y� 2 suit la direction de l'axe y&i . Ainsi, puisque chaque tige S1i S2i tourne selon

une vitesse� _� 1 autour de l'axe y� 1 (ou de l'axe y&i ) et que chaquetige S2i S3i tourne

selonune vitesse� _� 2 autour de l'axe y� 2 (ou de l'axe y&i ), alors les vitessesangulaires
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et lesacc�el�erations angulairessont

! S1i S2i = QQ  i Q&i [0; � _� 1;0]T ; i = 1;2;3 (3.102)

_! S1i S2i = _QQ  i Q&i [0; � _� 1;0]T + QQ  i Q&i [0; � •� 1;0]T ; i = 1;2;3 (3.103)

! S2i S3i = QQ  i Q&i [0; � _� 2;0]T ; i = 1;2;3 (3.104)

_! S2i S3i = _QQ  i Q&i [0; � _� 2;0]T + QQ  i Q&i [0; � •� 2;0]T ; i = 1;2;3 (3.105)

A�n d'�etablir la valeur de _� 1, •� 1 , _� 2 et •� 2, on peut ser�ef�ererau d�eveloppement e�ectu�e

�a la section1.5.Ainsi, puisquechaquestabilisateur i est un m�ecanismeplan �a 2 barres,

on a que

s3i x &i
= s1i x &i

+ l � 1 cos� 1 + l � 2 cos� 2; i = 1;2;3 (3.106)

s3i z&i
= s1i z&i

+ l � 1 sin� 1 + l � 2 sin� 2; i = 1;2;3 (3.107)

En d�erivant par rapport au temps les�equations(3.106)et (3.107),on obtient sousune

forme matricielle la relation suivante
2

4
� l � 1 sin� 1 � l � 2 sin� 2

l � 1 cos� 1 l � 2 cos� 2

3

5

2

4
_� 1

_� 2

3

5 =

2

4
_s3i x &i

� _s1i x &i

_s3i z&i
� _s1i z&i

3

5 ; i = 1;2;3 (3.108)

D i X i = qi ; i = 1;2;3 (3.109)

o�u, en d�erivant les �equations(3.23) et (3.24), on a que

_s1i = _QQ  i Q&i [s1i ]R &i
+ QQ  i Q&i [_s1i ]R &i

; i = 1;2;3 (3.110)

_s3i = _QQ  i Q&i [s3i ]R &i
+ QQ  i Q&i [_s3i ]R &i

; i = 1;2;3 (3.111)

avec

[_s1i ]R &i
= [0;0;0]T ; i = 1;2;3 (3.112)

[_s3i ]R &i
= [0;0;_h]T ; i = 1;2;3 (3.113)

Du syst�emepr�esent�e �a l' �equation(3.109),on peut tirer la valeur de _� 1 et _� 2 pour i =

1;2;3 (la solution �etant identique pour chaquestabilisateur i ), ce qui permet d'�evaluer

en d�erivant l' �equation (3.41) que

_s2i = _QQ  i Q&i [s2i ]R &i
+ QQ  i Q&i [_s2i ]R &i

; i = 1;2;3 (3.114)
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o�u

[_s2i ]R &i
= _� 1E&([s2i ]R &i

� [s1i ]R &i
); i = 1;2;3 (3.115)

E& =

2

6
6
6
4

0 0 � 1

0 0 0

1 0 0

3

7
7
7
5

(3.116)

Or, sachant que

[•s1i ]R &i
= [0;0;0]T ; i = 1;2;3 (3.117)

[•s3i ]R &i
= [0;0;•h]T ; i = 1;2;3 (3.118)

•s1i = •QQ  i Q&i [s1i ]R &i
+ 2 _QQ  i Q&i [_s1i ]R &i

+ QQ  i Q&i [•s1i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.119)

•s3i = •QQ  i Q&i [s3i ]R &i
+ 2 _QQ  i Q&i [_s3i ]R &i

+ QQ  i Q&i [•s3i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.120)

en d�erivant le syst�emede l' �equation (3.109),on trouve que lesacc�el�erations angulaires
•� 1 et •� 2 sont donn�eespar

_X i = D � 1
i ( _qi � _D i X i ); i = 1;2;3 (3.121)

avec

_X i =

2

4
•� 1

•� 2

3

5 ; i = 1;2;3 (3.122)

_qi =

2

4
•s3i x &i

� •s1i x &i

•s3i z&i
� •s1i z&i

3

5 ; i = 1;2;3 (3.123)

_D i =

2

4
� _� 1 l � 1 cos� 1 � _� 2 l � 2 cos� 2

� _� 1 l � 1 sin� 1 � _� 2 l � 2 sin� 2

3

5 ; i = 1;2;3 (3.124)

cequi permet �egalement de trouver que

[•s2i ]R &i
= •� 1E&([s2i ]R &i

� [s1i ]R &i
) � _� 2

1([s2i ]R &i
� [s1i ]R &i

); i = 1;2;3 (3.125)

•s2i = •QQ  i Q&i [s2i ]R &i
+ 2 _QQ  i Q&i [_s2i ]R &i

+ QQ  i Q&i [•s2i ]R &i
; i = 1;2;3 (3.126)

Concernant la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM de chaque tige �evalu�ees

dans le rep�ere �xe, on peut �etablir que

cm S1i S2i =
1
2

(s1i + s2i ); i = 1;2;3 (3.127)
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_cm S1i S2i =
1
2

(_s1i + _s2i ); i = 1;2;3 (3.128)

•cm S1i S2i =
1
2

(•s1i + •s2i ); i = 1;2;3 (3.129)

cm S2i S3i =
1
2

(s2i + s3i ); i = 1;2;3 (3.130)

_cm S2i S3i =
1
2

(_s2i + _s3i ); i = 1;2;3 (3.131)

•cm S2i S3i =
1
2

(•s2i + •s3i ); i = 1;2;3 (3.132)

3.5.1.3 Mo d�elisation du m�ecanisme de translation

De fa�con similaire aux stabilisateurs,on mod�elisele m�ecanismede translation par

des membrures. La section D.1 de l'annexe D pr�esente les �equationspour �evaluer la

masse,la matrice d'inertie �evalu�ee au CDM et les matrices de rotation des rep�eres

li�es aux membrures par rapport au rep�ere �xe. Pour d�e�nir la position, la vitesseet

l'acc�el�eration du CDM de chaquemembrure �evalu�eesdans le rep�ere �xe, on a que

cm P1P2 =
1
2

(p1 + p2) (3.133)

_cm P1P2 =
1
2

( _p1 + _p2) (3.134)

•cm P1P2 =
1
2

(•p1 + •p2) (3.135)

cm P4P2 =
1
2

(p4 + p2) (3.136)

_cm P4P2 =
1
2

( _p4 + _p2) (3.137)

•cm P4P2 =
1
2

(•p4 + •p2) (3.138)

cm P1P3 =
1
2

(p1 + p3) (3.139)

_cm P1P3 =
1
2

( _p1 + _p3) (3.140)

•cm P1P3 =
1
2

(•p1 + •p3) (3.141)

cm P4P3 =
1
2

(p4 + p3) (3.142)
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_cm P4P3 =
1
2

( _p4 + _p3) (3.143)

•cm P4P3 =
1
2

(•p4 + •p3) (3.144)

puis, on d�eterminelesvitessesangulaireset lesacc�el�erationsangulairesdechaquecorps

avec

! P1P2 = QQ  1 Q&1 Q � [0; _� 4;0]T (3.145)

_! P1P2 = _QQ  1 Q&1 Q � [0; _� 4;0]T + QQ  1 Q&1 Q � [0;•� 4;0]T (3.146)

! P4P2 = QQ  1 Q&1 Q � [0; � _#;0]T (3.147)

_! P4P2 = _QQ  1 Q&1 Q � [0; � _#;0]T + QQ  1 Q&1Q � [0; � •#;0]T (3.148)

! P1P3 = QQ  1 Q&1 Q � [0; � _� 4;0]T (3.149)

_! P1P3 = _QQ  1 Q&1 Q � [0; � _� 4;0]T + QQ  1 Q&1 Q � [0; � •� 4;0]T (3.150)

! P4P3 = QQ  1 Q&1 Q � [0; _#;0]T (3.151)

_! P4P3 = _QQ  1 Q&1 Q � [0; _#;0]T + QQ  1 Q&1 Q � [0; •#;0]T (3.152)

3.5.1.4 Mo d�elisation de la plate-forme du m�ecanisme hybride

La sectionD.3 de l'annexeD pr�esente une mod�elisation simpli� �eede la plate-forme

du m�ecanismehybride (qui peut s'av�erer dans la r�ealit�e une forme g�eom�etrique assez

complexe),soit en mod�elisant celle-ci par un disque (les expressionspour �evaluer la

masseet l'inertie sont indiqu�ees�a la sectionD.3).

L'orientation dela plate-formeestdonn�eepar la matrice derotation Q (voir l' �equation

(1.5)) du rep�eremobile R 0
x0y0z0 par rapport au rep�ere�xe. Or, on localisele CDM dans

le rep�ere mobile avec

GP F = [GP F x0;GP F y0;GP F z0]T (3.153)

o�u les positions GP F x0 et GP F y0 sont desparam�etres constants tandis que la position

selonz0 (GP F z0) d�epend de la hauteur h. Ainsi, on tire que la vitesseet l'acc�el�eration

de cesolideexprim�eesdans le rep�ere mobile sont

_GP F = [0;0;_h]T (3.154)
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•GP F = [0;0;•h]T (3.155)

Donc, la position, la vitesseet l'acc�el�eration du CDM de la plate-formeexprim�eesdans

le rep�ere �xe sont

cm P F = c + QG P F (3.156)

_cm P F = _QG P F + Q _GP F (3.157)

•cm P F = •QG P F + 2 _Q _GP F + Q •GP F (3.158)

De plus, la vitesseangulaireainsi que l'acc�el�eration angulairesont respectivement

! P F = ! (3.159)

_! P F = _! (3.160)

3.5.2 Princip e du tra vail virtuel

Pour calculer le couple(� j ) quedoit produire le moteur j , on va utiliser le principe

du travail virtuel repr�esent�e par la relation suivante (en consid�erant un d�eplacement

virtuel angulaireunitaire pour chaquemoteur j )

� j = �
X

k

(f T
k � cj

m k + mT
k � ' j

k); j = 1;:::;4 (3.161)

o�u fk et m k sont respectivement les forceset les moments exerc�esau CDM de chaque

corps.

3.5.2.1 Forces et momen ts exerc �es au CDM de chaque corps

Les forcesfk et moments m k exerc�esau CDM de chaquecorpsk sont exprim�espar

fk = � mk •cm k + [0;0; � mkg]T (3.162)

m k = � Q I k I kQT
I k _! k � ! k � (Q I k I kQT

I k ! k) (3.163)

o�u g est l'acc�el�eration gravitationnelle. Concernant lesexpressionspour chaquecorpsde

la masse,l'acc�el�eration, la matrice d'inertie, la matrice de rotation, la vitesseangulaire

et l'acc�el�eration angulaire,celles-cisont pr�esent�ees�a l'in t�erieurdessectionspr�ec�edentes.
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3.5.2.2 D�eplacemen ts virtuels lin �eaires et angulaires du CDM de chaque

corps

Pour obtenir les d�eplacements virtuels lin�eaireset angulairesdu CDM de chaque

corps associ�es au d�eplacement virtuel angulaire unitaire d'un actuateur j (� � 1 =

[1;0;0;0]T , � � 2 = [0;1;0;0]T , � � 3 = [0;0;1;0]T et � � 4 = [0;0;0;1]T ), il su�t de reprendre

les �equationsde vitesseet de substituer les \ d
dt " par des\ � ".

Or, en utilisant l' �equation (3.79), on a que

� t j = A � 1B� � j = [� ' j T ;� hj ]T ; j = 1;:::;4 (3.164)

o�u � ' j = [� ' j
x ;� ' j

y;� ' j
z]T . Avec les �equations de vitesse obtenues dans les sections

pr�ec�edentes, pour les membres proximaux (i = 1;2;3), on obtient les �equations(2.145)

�a (2.148). Concernant lesmembres distaux (i = 1;2;3), on a que

� Q j = 
 j Q =

2

6
6
6
4

0 � � ' j
z � ' j

y

� ' j
z 0 � � ' j

x

� � ' j
y � ' j

x 0

3

7
7
7
5

Q; j = 1;:::;4 (3.165)

� v j
i = � Q j [v i ]R 0; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.166)

� w j
i = Q � i Q � � Q j

� i
Q � 1 [w i ]R � 1

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.167)

� Q j
distal i = [� w j

i ; (� w j
i � v i ) � w i + (w i � � v j

i ) � w i + (w i � v i ) � � w j
i ;

� w j
i � v i + w i � � v j

i ]; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.168)

� cj
m distal i = � Q j

distal i [Gdistal i ]R distal i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.169)

sj
distal i = � v j

i � � w j
i � � ' j

pr oximal i � (v i � w i ); i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.170)

kj
distal i =

r T
distal i s

j
distal i

r T
distal i r distal i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.171)

� ' j
distal i = � ' j

pr oximal i + kj
distal i w i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.172)

Pour la plate-formede l'oeil agile, on a que

� cj
m P F OA = � Q j GP F OA ; j = 1;:::;4 (3.173)

� ' j
P F OA = � ' j ; j = 1;:::;4 (3.174)

Pour les stabilisateurs(i = 1;2;3), on a que

h
� sj

1i

i

R &i

= [0;0;0]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.175)
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h
� sj

3i

i

R &i

= [0;0;� hj ]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.176)

� sj
1i = � Q j Q  i Q&i [s1i ]R &i

+

QQ  i Q&i [� sj
1i ]R &i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.177)

� sj
3i = � Q j Q  i Q&i [s3i ]R &i

+

QQ  i Q&i [� sj
3i ]R &i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.178)

qj
i =

2

6
4

� s j
3i x &i

� � s j
1i x &i

� s j
3i z&i

� � s j
1i z&i

3

7
5 ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.179)

X j
i = D � 1

i qj
i ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.180)

� � j
1 = X j

i 1; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.181)

� � j
2 = X j

i 2; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.182)
h
� sj

2i

i

R &i

= � � j
1E&([s2i ]R &i

� [s1i ]R &i
); i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.183)

� sj
2i = � Q j Q  i Q&i [s2i ]R &i

+

QQ  i Q&i [� sj
2i ]R &i

; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.184)

� cj
m S1i S2i

=
1
2

(� sj
1i + � sj

2i ); i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.185)

� cj
m S2i S3i

=
1
2

(� sj
2i + � sj

3i ); i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.186)

� ' j
S1i S2i

= QQ  i Q&i [0; � � � j
1;0]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.187)

� ' j
S2i S3i

= QQ  i Q&i [0; � � � j
2;0]T ; i = 1;2;3 et j = 1;:::;4 (3.188)

Pour le m�ecanismede translation, on a que

h
� p j

1

i

R �
= [0;0;0]T ; j = 1;:::;4 (3.189)

h
� p j

2

i

R �
= � � j

4E � P2
([p2]R � � [p1]R � ); j = 1;:::;4 (3.190)

h
� p j

3

i

R �
= � � j

4E � P3
([p3]R � � [p1]R � ); j = 1;:::;4 (3.191)

h
� p j

4

i

R �
= [0;0;� hj ]T ; j = 1;:::;4 (3.192)

� p j
i = � Q j Q  1 Q&1Q � [p i ]R � +

QQ  1 Q&1 Q � [� p j
i ]R � ; i = 1;:::;4 et j = 1;:::;4 (3.193)

� #j =
� � hj � l2 sin� 4� � j

4

l3 sin#
; j = 1;:::;4 (3.194)

� cj
m P1P2

=
1
2

(� p j
1 + � p j

2); j = 1;:::;4 (3.195)

� cj
m P4P2

=
1
2

(� p j
4 + � p j

2); j = 1;:::;4 (3.196)
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� cj
m P1P3

=
1
2

(� p j
1 + � p j

3); j = 1;:::;4 (3.197)

� cj
m P4P3

=
1
2

(� p j
4 + � p j

3); j = 1;:::;4 (3.198)

� ' j
P1P2

= QQ  1 Q&1 Q � [0;� � j
4;0]T ; j = 1;:::;4 (3.199)

� ' j
P4P2

= QQ  1 Q&1 Q � [0; � � #j ;0]T ; j = 1;:::;4 (3.200)

� ' j
P1P3

= QQ  1 Q&1 Q � [0; � � � j
4;0]T ; j = 1;:::;4 (3.201)

� ' j
P4P3

= QQ  1 Q&1 Q � [0;� #j ;0]T ; j = 1;:::;4 (3.202)

Finalement, concernant la plate-formedu m�ecanismehybride, on a que

� cj
m P F = � Q j GP F ; j = 1;:::;4 (3.203)

� ' j
P F = � ' j ; j = 1;:::;4 (3.204)

En appliquant les r�esultats tir �es des�equationspr�ec�edentes �a l'in t�erieur de l' �equation

(3.161) pour le calcul descouplesaux moteurs (j = 1;:::;4), on peut v�eri�er la validit �e

desr�esultats trouv�esen e�ectuant un bilan d'�energietel quemontr �e au chapitre 1 �a la

section1.6.4.

3.6 Exemple de r�esultats

Soit un MHS4DDL enti �erement fait d'aluminium (la densit�e du mat�eriau est � =

2700kg=m3) soumis�a unegravit �e g = 9:81 m=s2 et dont l'allure est montr �ee�a la �gure

3.6. Il est �a noter que le dimensionnement de l'oeil agile est le mêmeque celui �etabli

au chapitre 2, avec commeseulemodi�cation l'angle d'inclinaison desmoteurs � qui

est �x �e �a 54:7356103172� (voir les �equations(3.9) �a (3.11)). Ainsi, les param�etres de

design sont les suivants (les unit �es de longueur, d'angle, de masseet de temps sont

respectivement le m�etre, le radian, le kilogrammeet la seconde):

{ Pour la base: R = 0:055, � 1 = 0 et � = asin
�

2
p

3
3 sin �

4

�
.

{ Pour lesmembres proximaux : R1 = 0:050, � 1 = �
2 et

mpr oximal i = 0:011952875; i = 1;2;3

[Gpr oximal i ]R pr oximal i = 1 � 10� 2 [3:0941823;3:0941823;0]T ; i = 1;2;3
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�0.05
0

0.05 �0.05

0
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0.1

PSfragreplacements

x
y

z

Fig. 3.6 { Allure du m�ecanismeparall�elesph�erique �a 4 ddl.

I pr oximal i = 1 � 10� 6

2

6
6
6
4

3:6372267 3:1537961 0

3:1537961 3:6372267 0

0 0 7:0752387

3

7
7
7
5

;i = 1;2;3

{ Pour lesmembres distaux: R2 = 0:035, � 2 = �
2 , � = � et

mdistal i = 0:0087720126; i = 1;2;3

[Gdistal i ]R distal i = 1 � 10� 2 [2:1385486;2:1385486;0]T ; i = 1;2;3

I distal i = 1 � 10� 6

2

6
6
6
4

1:4643995 1:2210803 0

1:2210803 1:4643995 0

0 0 2:7825987

3

7
7
7
5

; i = 1;2;3

{ Pour la plate-forme de l'oeil agile: r OA = 0:025, er O A = 0:005,  1 = 0 et r 1 =

0:0025.

{ Pour lesstabilisateurs: &1 = �
3 , l � 1 = l � 2 = 0:025,r l � 1

= r l � 2
= 0:003,rS1 = 0:020,

hS1 = 0:020et rS3 = 0:025.

{ Pour le m�ecanismede translation : � = 5�
6 , l1 = l2 = l3 = 0:025 et r l2 = r l3 =

0:003.

{ Pour la plate-formedu m�ecanismehybride: r = 0:025et er = 0:005.
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Or, pour une tra jectoire du centre de la plate-formeO0 donn�eepar

� =
30�
180

sin(2t) � =
35�
180

sin(3t)

_� =
30�
180

(2) cos(2t) _� =
35�
180

(3) cos(3t)

•� = �
30�
180

(22) sin(2t) •� = �
35�
180

(32) sin(3t)

 =
25�
180

sin(4t) h = 0:050+ 0:010sin(6t)

_ =
25�
180

(4) cos(4t) _h = 0:010(6) cos(6t)

• = �
25�
180

(42) sin(4t) •h = � 0:010(62) sin(6t)

on obtient les r�esultats montr �esaux �gures 3.7 �a 3.12.
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Fig. 3.7 { Trajectoire du centre de la plate-formeet orientations.
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3.7 Simulation dynamique sous AD AMS

En mod�elisant le m�ecanismehybride sph�erique �a 4 degr�es de libert�e avec les ca-

ract�eristiquespr�esent�ees�a la section3.6 et en lui soumettant les vitessesaux moteurs

pr�esent�ees�a la �gure 3.9, le logiciel ADAMS peut calculer les couplesaux moteurs

pour la tra jectoire prescrite.Ainsi, puisquele logiciel ADAMS repr�esente une m�ethode

de calcul descouplesqui est compl�etement ind�ependante des�equationsd�evelopp�ees�a

l'in t�erieur dessectionspr�ec�edentes, ceciva nouspermettre de valider lesr�esultatsobte-

nus �a la �gure 3.11.La �gure 3.13(a) illustre l'architecture du m�ecanisme�a l'in t�erieur

du logiciel ADAMS et les r�esultats obtenus sont pr�esent�es�a la �gure 3.13(b).

En joignant sur un mêmegraphique les couplestrouv�es �a partir d'un code MAT-

LAB bas�e sur les �equationsanalytiquesen comparaisonavec les couplesobtenus avec

ADAMS, les �gures 3.14 �a 3.17 illustrent la parfaite concordanceentre les r�esultats

tir �esavecle principe du travail virtuel (MATLAB) et lesr�esultatsprovenant du logiciel

ADAMS.
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(a) Mod�elisation du m�ecanisme hybride sph�erique �a 4

degr�esde libert�e sousADAMS.

(b) Calcul descouplesaux moteurs avec ADAMS.

Fig. 3.13{ Exemplede r�esultats pour une tra jectoire donn�eeavec ADAMS.
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Fig. 3.14{ Couple au moteur 1.
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Conclusion

Pour chacun desm�ecanismesparall�eles�etudi�es�a l'in t�erieur deschapitres 1, 2 et 3,

il a �et�e possibled'�elaborer les �equationsreli�ees�a la cin�ematique et de d�evelopper les

relations n�ecessairespour le calcul dese�orts aux actionneurs.Or, pour la r�ealisation

d'un simulateur devol qui o�re debonnesperformanceset defaiblescôuts defabrication

et d'op�eration par rapport au m�ecanismede Gough-Stewart, il serait int�eressant de

s�electionner,parmi cesnouvellesarchitectures, celle qui est la plus avantageuse.Pour

ce faire, regardons�a priori le tableau 4.1 qui r�ecapitule les principalescaract�eristiques

desm�ecanismes�etudi�es.

MPS3DDL MPS4DDL MHS4DDL

Degr�esde position selonz et position selonz0 et position selonz0 et

libert�e 2 anglesd'Euler 3 anglesd'Euler 3 anglesd'Euler

D�ecouplage: uniquement

DDL en translation non pour oui

versus certaines

DDL en rotation con�gurations

Solutionsau PGI 16 64 16

Nombre de corps 9 11 18

Tab. 4.1 { R�esum�e desprincipalescaract�eristiquesdesm�ecanismes.
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Sur le plan �economique,concernant lescôuts de fabrication et d'op�eration, il estdif-

�cile ded�eterminerlequeldeces3 nouveauxm�ecanismesestenmesuredesed�emarquer.

Toutefois,pour chacun de ceux-ci, en ayant moins de degr�esde libert�e que les 6 DDL

du m�ecanismede Gough-Stewart, en e�ectuant un designappropri�e et en mettant l'ac-

cent sur l'actionnement avec desmoteurs �electriques(plut ôt que d'utiliser desv�erins

hydrauliques commec'est le cas pour la plupart des simulateurs de vol bas�es sur le

m�ecanismede Gough-Stewart), il est �evident quecesnouvellesarchitecturespr�esentent

un avantage marqu�e sur le plan descôuts par rapport aux simulateurs de vol que l'on

retrouve sur le march�e.

Sur le plan de la performance,la caract�eristique premi�ere �a observer est la possibi-

lit �e de d�ecoupler�a l'e�ecteur le degr�e de libert�e en translation de ceux en rotation. Il

faut serappelerque la raisonpour laquellecesnouveauxm�ecanismesincluent un degr�e

de libert�e en translation est de pouvoir rem�edier �a l'incapacit�e dessimulateurs de vol

actuels �a produire une bonne simulation de mouvement en translation verticale (ap-

pel�eele heave). Donc, si lesmouvements en translation doivent être e�ectu�es�a hautes

fr�equences,il est primordial de s�electionnerune architecture qui permet le d�ecouplage,

sinoncesmouvements ser�epercuteront au niveaudesautresactionneurs.Ainsi, comme

il est mentionn�e au tableau 4.1, l'architecture du MPS3DDL ne peut convenir �a des

mouvements en translation �a hautes fr�equences,le MPS4DDL doit être utilis�e uni-

quement pour certainescon�gurations sp�eciales,tandis que le MHS4DDL permet un

d�ecouplageen tout temps. Toutefois, si tous les degr�es de libert�e sont sollicit�es �a de

bassesfr�equences,alors les 3 architectures sont en mesurede r�epondre ad�equatement

aux mouvements d�esir�es �a la plate-forme.

D'autre part, pour quali�er le niveaudeperformanced'un manipulateur par rapport

�a un autre, avec le grand nombre de corps qui composent chacun desm�ecanismeset

lesdi� �erentes solutionsquel'on peut choisir pour le PGI, il faut consid�erer l' �evaluation

desaspectssuivants

{ la r�egiono�u peut manoeuvrer le m�ecanisme(espaceatteignable);

{ les interf�erencesm�ecaniqueset les limites articulaires qui contribuent �a limiter

l'espaceatteignable;

{ le niveaudepr�ecisiondu m�ecanisme�a l'in t�erieurdel'espaceatteignable(dext�erit�e)

et le lieu dessingularit�es;
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{ le designdesdi� �erents corps(masseset inerties) qui a�ecte lese�orts requisaux

actionneurs.

Bien que les degr�esde libert�e des3 m�ecanismesfont de ceux-ci, �a la base,d'excel-

lents candidats pour la conceptiond'un simulateur de vol et que l'analyse dynamique

e�ectu�eea permisde bien lesconnâ�tre sousun aspect g�eom�etrique, cin�ematiqueet dy-

namique, la r�ealisationde ces�evaluations compl�ementaires donnerait desinformations

tr �esutiles pour faciliter la s�election de la plus ad�equatede cesnouvellesarchitectures.

Pour l'instant, nouspouvons seulement a�rmer qu'en raison de l'architecture hybride

du MHS4DDL, qui permet un d�ecouplagecomplet entre le degr�e de libert�e en transla-

tion de ceuxen rotation pour toute tra jectoire donn�ee�a la plate-forme,celui-ci semble

le m�ecanismele plus prometteur pour la r�ealisationd'un simulateur de vol.
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Annexe A

Mo d�elisation des corps du

MPS3DDL

A.1 Mem brures

La massedesmembrures est donn�eepar

mk = � a2lk ; k = 1;2;5;6;7;11;12 (A.1)

et l'inertie de celles-cicalcul�eeau centre de masseet exprim�eedans le rep�ere local de

chaquemembrure est

I k =

2

6
6
6
4

mk a2

6 0 0

0 mk (a2+ l2
k )

12 0

0 0 mk (a2 + l2
k )

12

3

7
7
7
5

; k = 1;2;5;6 (A.2)
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I k =

2

6
6
6
4

mk (a2 + l2
k )

12 0 0

0 mk a2

6 0

0 0 mk (a2 + l2
k )

12

3

7
7
7
5

; k = 7;11;12 (A.3)

Or, lesCDM desmembruressont situ�esdansle rep�ere�xe aveclesvecteurssuivants

cm 1 =
1
2

(a1 + b1) (A.4)

cm 2 =
1
2

(b1 + c1) (A.5)

cm 5 =
1
2

(b2 + c2) (A.6)

cm 6 =
1
2

(a2 + b2) (A.7)

cm 7 =
1
2

(a3 + b3) (A.8)

cm 11 =
1
2

(b4 + c4) (A.9)

cm 12 =
1
2

(a4 + b4) (A.10)

A.2 Solide 1

La �gure A.1 montre la g�eom�etrie du solide 1 compos�e de la plate-forme et des

membruresl3, l4 et l13. Pour travailler avecdesg�eom�etriessimples,cesolideestsegment�e

enquatre corps(� = 1;:::;4) ayant desCDM positionn�esenG� . En segmentant cesolide,

on �evalue sa massepar l' �equation suivante

msolide 1 =
4X

� =1

m� solide 1 (A.11)

avec

m1 solide 1 = �

 

l4 �
l14

2

!

a2 (A.12)

m2 solide 1 = � l2
14 a (A.13)

m3 solide 1 = �

 

l3 �
l14

2

!

a2 (A.14)

m4 solide 1 = �
�

l13 �
a
2

�

a2 (A.15)

L'orientation du solide1 est donn�eepar la matrice de rotation Q (voir l' �equation(1.5))

du rep�ere mobile R 0
x0y0z0 par rapport au rep�ere �xe. Ainsi, le CDM de chacun des 4
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Fig. A.1 { Solide1.

corpsdu solide1, exprim�e dansce rep�eremobile, est

G1 solide 1 =

"

�
l4
2

�
l14

4
;0;0

#T

(A.16)

G2 solide 1 = [0;0;0]T (A.17)

G3 solide 1 =

"
l3
2

+
l14

4
;0;0

#T

(A.18)

G4 solide 1 =

"

0;0; �
l13

2
�

a
4

#T

(A.19)

et le CDM du solide1 est

G solide 1 = [Gsolide 1 x0;Gsolide 1 y0;Gsolide 1 z0]T (A.20)

avec

Gsolide 1 x0 =
P 4

� =1 G� solide 1 x0 m� solide 1
P 4

� =1 m� solide 1

=
(� l4

2 � l14
4 )( l4 � l14

2 )a + ( l3
2 + l14

4 )( l3 � l14
2 )a

(l4 � l14
2 )a + l2

14 + (l3 � l14
2 )a + (l13 � a

2 )a
(A.21)

Gsolide 1 y0 =
P 4

� =1 G� solide 1 y0 m� solide 1
P 4

� =1 m� solide 1
= 0 (A.22)

Gsolide 1 z0 =
P 4

� =1 G� solide 1 z0 m� solide 1
P 4

� =1 m� solide 1

=
(� l13

2 � a
4)( l13 � a

2)a
(l4 � l14

2 )a + l2
14 + (l3 � l14

2 )a + (l13 � a
2)a

(A.23)
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De ces�equations,on peut observer que si l3 = l4 alors Gsolide 1 x0 = 0 et que si l13 = a
2

alors Gsolide 1 z0 = 0. Pour ce qui est de la position du CDM du solide1 dans le rep�ere

�xe, il est localis�e par

cm solide 1 = p + QG solide 1 (A.24)

Concernant les matrices d'inertie des 4 corps du solide 1 (� = 1;:::;4), exprim�ees

dans le rep�ere mobile au CDM du solide,on a que

I � solide 1 =

2

6
6
6
4

I x0x0 � solide 1 � I x0y0 � solide 1 � I x0z0 � solide 1

� I y0x0 � solide 1 I y0y0 � solide 1 � I y0z0 � solide 1

� I z0x0 � solide 1 � I z0y0 � solide 1 I z0z0 � solide 1

3

7
7
7
5

; � = 1;:::;4 (A.25)

o�u (I x0y0 � solide 1 = I y0x0 � solide 1, I x0z0 � solide 1 = I z0x0 � solide 1 et I y0z0 � solide 1 = I z0y0 � solide 1

pour � = 1;:::;4)

I x0x0 1 solide 1 =
m1 solide 1

12

h
a2 + a2

i
+ m1 solide 1[(G1 solide 1 y0 �

Gsolide 1 y0)2 + (G1 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.26)

I y0y0 1 solide 1 =
m1 solide 1

12

"

a2 + (l4 �
l14

2
)2

#

+ m1 solide 1[(G1 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G1 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.27)

I z0z0 1 solide 1 =
m1 solide 1

12

"

a2 + (l4 �
l14

2
)2

#

+ m1 solide 1[(G1 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G1 solide 1 y0 � Gsolide 1 y0)2] (A.28)

I x0x0 2 solide 1 =
m2 solide 1

12

h
a2 + l2

14

i
+ m2 solide 1[(G2 solide 1 y0 �

Gsolide 1 y0)2 + (G2 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.29)

I y0y0 2 solide 1 =
m2 solide 1

12

h
a2 + l2

14

i
+ m2 solide 1[(G2 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G2 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.30)

I z0z0 2 solide 1 =
m2 solide 1

12

h
l2
14 + l2

14

i
+ m2 solide 1[(G2 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G2 solide 1 y0 � Gsolide 1 y0)2] (A.31)

I x0x0 3 solide 1 =
m3 solide 1

12

h
a2 + a2

i
+ m3 solide 1[(G3 solide 1 y0 �

Gsolide 1 y0)2 + (G3 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.32)

I y0y0 3 solide 1 =
m3 solide 1

12

"

a2 + (l3 �
l14

2
)2

#

+ m3 solide 1[(G3 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G3 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.33)

I z0z0 3 solide 1 =
m3 solide 1

12

"

a2 + (l3 �
l14

2
)2

#

+ m1 solide 1[(G3 solide 1 x0 �
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Gsolide 1 x0)2 + (G3 solide 1 y0 � Gsolide 1 y0)2] (A.34)

I x0x0 4 solide 1 =
m4 solide 1

12

�

a2 + (l13 �
a
2

)2
�

+ m4 solide 1[(G4 solide 1 y0 �

Gsolide 1 y0)2 + (G4 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.35)

I y0y0 4 solide 1 =
m4 solide 1

12

�

a2 + (l13 �
a
2

)2
�

+ m4 solide 1[(G4 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G4 solide 1 z0 � Gsolide 1 z0)2] (A.36)

I z0z0 4 solide 1 =
m4 solide 1

12

h
a2 + a2

i
+ m4 solide 1[(G4 solide 1 x0 �

Gsolide 1 x0)2 + (G4 solide 1 y0 � Gsolide 1 y0)2] (A.37)

I x0y0 � solide 1 = m� solide 1(G� solide 1 x0 � Gsolide 1 x0)(G� solide 1 y0 �

Gsolide 1 y0); � = 1;:::;4 (A.38)

I y0z0 � solide 1 = m� solide 1(G� solide 1 y0 � Gsolide 1 y0)(G� solide 1 z0 �

Gsolide 1 z0); � = 1;:::;4 (A.39)

I x0z0 � solide 1 = m1 solide 1(G� solide 1 x0 � Gsolide 1 x0)(G� solide 1 z0 �

Gsolide 1 z0); � = 1;:::;4 (A.40)

cequi nousconduit �a l' �evaluation de la matrice d'inertie au CDM du solide1, exprim�ee

dans le rep�ere mobile R 0
x0y0z0, avec

I solide 1 =
4X

� =1

I � solide 1 (A.41)

A.3 Solide 2

La �gure A.2 montre le solide2 o�u un rep�ereR 2, centr �e enB3, est �x �e au solidea�n

de d�eterminer sonorientation par rapport au rep�ere �xe. Ainsi, la matrice de rotation

associ�eeau R 2 est

Q2 =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� 2 � sin� 2

0 sin� 2 cos� 2

3

7
7
7
5

(A.42)

avec

� 2 = � + � 3 (A.43)

� 3 = atan(Gsolide 2 z2=Gsolide 2 y2 ) (A.44)
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PSfrag replacements

a

a
C3 C4

D

l8

l10

l9

�
� 2

� 3

G1 solide 2

G2 solide 2

G solide 2

B3

y2

z2

axe k y

y

z

Fig. A.2 { Solide2.

o�u � estcalcul�e �a l' �equation(1.19).Pour cequi estdeGsolide 2 y2 et Gsolide 2 z2 , cesvaleurs

seront �evalu�eesaux �equationset (A.56) et (A.57).

Notons qu'en d�erivant par rapport au temps les �equations (A.42) et (A.43), on

obtient

_Q2 = _� 2 E3Q2 (A.45)

•Q2 = •� 2 E3Q2 + _� 2
2E3E3Q2 (A.46)

_� 2 = _� (A.47)

•� 2 = •� (A.48)

Or, tout commele solide 1, a�n de travailler avec des g�eom�etries plus simples, le

solide2 est segment�e en deux portions (voir la �gure A.2). Donc, la massedu solide2

est donn�eepar

msolide 2 =
2X

� =1

m� solide 2 (A.49)

avec

m1 solide 1 = � (l8 + l10) a2 (A.50)

m2 solide 1 = �
�

l9 �
a
2

�

a2 (A.51)
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Le CDM de chaquecorpsdu solide2, exprim�e dans le rep�ere R 2, est

G1 solide 2 =

"

0;
l8 + l10

2
;0

#T

(A.52)

G2 solide 2 =

"

0;l8;
l9
2

+
a
4

#T

(A.53)

et le CDM du solide2 est

G solide 2 = [Gsolide 2 x2 ;Gsolide 2 y2 ;Gsolide 2 z2 ]T (A.54)

avec

Gsolide 2 x2 =
P 2

� =1 G� solide 2 x2 m� solide 2
P 2

� =1 m� solide 2
= 0 (A.55)

Gsolide 2 y2 =
P 2

� =1 G� solide 2 y2 m� solide 2
P 2

� =1 m� solide 2
=

(l8+ l10 )2

2 + l8(l9 � a
2 )

l8 + l9 + l10 � a
2

(A.56)

Gsolide 2 z2 =
P 2

� =1 G� solide 2 z2 m� solide 2
P 2

� =1 m� solide 2
=

( l9
2 + a

4)( l9 � a
2 )

l8 + l9 + l10 � a
2

(A.57)

On peut voir de ces�equationsque si l9 = a
2 alors Gsolide 2 z2 = 0. Pour ce qui est du

positionnement du CDM du solide2 dans le rep�ere �xe, il est localis�e par

cm solide 2 = b3 + Q2G solide 2 (A.58)

Concernant les matrices d'inertie desdeux corps du solide 2 (� = 1;2), exprim�ees

dans le rep�ere R 2 au CDM du solide,on a que

I � solide 2 =

2

6
6
6
4

I x2x2 � solide 2 � I x2y2 � solide 2 � I x2z2 � solide 2

� I y2x2 � solide 2 I y2y2 � solide 2 � I y2z2 � solide 2

� I z2x2 � solide 2 � I z2y" � solide 2 I z2z2 � solide 2

3

7
7
7
5

; � = 1;2 (A.59)

o�u (I x2y2 � solide 2 = I y2x2 � solide 2, I x2z2 � solide 2 = I z2x2 � solide 2 et I y2z2 � solide 2 = I z2y2 � solide 2

pour � = 1;2)

I x2x2 1 solide 2 =
m1 solide 2

12

h
(l8 + l10)2 + a2

i
+ m1 solide 2[(G1 solide 2 y2 �

Gsolide 2 y2 )
2 + (G1 solide 2 z2 � Gsolide 2 z2 )

2] (A.60)

I y2y2 1 solide 2 =
m1 solide 2

12

h
a2 + a2

i
+ m1 solide 2[(G1 solide 2 x2 �

Gsolide 2 x2 )
2 + (G1 solide 2 z2 � Gsolide 2 z2 )2] (A.61)
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I z2z2 1 solide 2 =
m1 solide 2

12

h
(l8 + l10)2 + a2

i
+ m1 solide 2[(G1 solide 2 x2 �

Gsolide 2 x2 )
2 + (G1 solide 2 y2 � Gsolide 2 y2 )

2] (A.62)

I x2x2 2 solide 2 =
m2 solide 2

12

�

(l9 �
a
2

)2 + a2
�

+ m2 solide 2[(G2 solide 2 y2 �

Gsolide 2 y2 )
2 + (G2 solide 2 z2 � Gsolide 2 z2 )

2] (A.63)

I y2y2 2 solide 2 =
m2 solide 2

12

�

(l9 �
a
2

)2 + a2
�

+ m2 solide 2[(G2 solide 2 x2 �

Gsolide 2 x2 )
2 + (G2 solide 2 z2 � Gsolide 2 z2 )2] (A.64)

I z2z2 2 solide 2 =
m2 solide 2

12

h
a2 + a2

i
+ m2 solide 2[(G2 solide 2 x2 �

Gsolide 2 x2 )
2 + (G2 solide 2 y2 � Gsolide 2 y2 )

2] (A.65)

I x2y2 � solide 2 = m� solide 2(G� solide 2 x2 � Gsolide 2 x2 )(G� solide 2 y2 �

Gsolide 2 y2 ); � = 1;2 (A.66)

I y2z2 � solide 2 = m� solide 2(G� solide 2 y2 � Gsolide 2 y2 )(G� solide 2 z2 �

Gsolide 2 z2 ); � = 1;2 (A.67)

I x2z2 � solide 2 = m1 solide 2(G� solide 2 x2 � Gsolide 2 x2 )(G� solide 2 z2 �

Gsolide 2 z2 ); � = 1;2 (A.68)

cequi nousconduit �a l' �evaluation de la matrice d'inertie au CDM du solide2, exprim�ee

dans le rep�ere mobile R 2, avec

I solide 2 =
2X

� =1

I � solide 2 (A.69)
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Annexe B

DCL des corps du MPS3DDL

B.1 DCL des membrures

La �gure B.1 montre le DCL du corps1 o�u lesdi� �erentes r�eactionsaux articulations

(en A1 et B1) sont indiqu�ees.Par convention, et �a titre d'exemple,le sensde la r�eaction

� RB 1 x est selonl'axe x n�egatif puisquela r�eactionRB 1x est dirig�eeselonl'axe x positif.

Il est �a noter que lesforceset lesmoments exerc�esau CDM de chaquecorpsont �et�e

calcul�esaux �equations(1.110)et (1.120).Ainsi, la sommedesforcessur le corps1 et la

sommedesmoments �evalu�eeau CDM du corps1 conduisent aux �equationssuivantes

X
F

�
�
�
corps1

=

2

6
6
6
4

RA 1x � RB 1x

RA 1y � RB 1y

RA 1z � RB 1z

3

7
7
7
5

= m1•cm 1 +

2

6
6
6
4

0

0

m1g

3

7
7
7
5

= � f1 (B.1)
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PSfrag replacements

A1 (moteur)

B1 (articulation roto•�de)

f1

m1

RA 1x
RA 1y
RA 1z

MA 1x
MA 1y = � � 1
MA 1z

� RB 1x
� RB 1 y
� RB 1z

� MB 1 x
� MB 1 y = 0
� MB 1 z� 1

� 1

x

z

Fig. B.1 { DCL du corps1.

X
M

�
�
�
CD M du corps1

=

2

6
6
6
6
4

MA 1x � MB 1x + (RA 1y + RB 1y) l1
2 sin� 1

� � 1 � (RA 1x + RB 1x ) l1
2 sin� 1 + (RA 1z + RB 1z) l1

2 cos� 1

MA 1z � MB 1z � (RA 1y + RB 1y) l1
2 cos� 1

3

7
7
7
7
5

= Q I 1I 1QT
I 1 _! 1 + ! 1 � (Q I 1I 1QT

I 1! 1) = � m1 (B.2)

LesDCL descorps2, 5 et 6 sont similaires�a celui du corps1 puisquecesmembrures

sont toutes positionn�eesdans le mêmeplan. Pour ce qui est du DCL du corps 2, les

r�eactionsaux articulations B1 (articulation roto•�de) et C1 (articulation sph�erique) sont

{ en B1 : RB 1x , RB 1y, RB 1z, MB 1 x , MB 1y = 0 et MB 1z.

{ en C1 : � RC1 x , � RC1 y, � RC1z, � MC1 x = 0, � MC1 y = 0 et � MC1z = 0.

cequi nousconduit aux �equationssuivantes

X
F

�
�
�
corps2

=

2

6
6
6
4

RB 1x � RC1x

RB 1y � RC1y

RB 1z � RC1z

3

7
7
7
5

= m2•cm 2 +

2

6
6
6
4

0

0

m2g

3

7
7
7
5

= � f2 (B.3)

X
M

�
�
�
CD M du corps2

=

2

6
6
6
6
4

MB 1 x + (RB 1y + RC1y) l1
2 sin� 1

� (RB 1 x + RC1x ) l2
2 sin� 1 + (RB 1z + RC1z) l2

2 cos� 1

MB 1z � (RB 1y + RC1 y) l2
2 cos� 1

3

7
7
7
7
5

= Q I 2I 2QT
I 2 _! 2 + ! 2 � (Q I 2I 2QT

I 2! 2) = � m2 (B.4)

Concernant le DCL du corps 5, les r�eactions aux articulations B2 (articulation
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roto•�de) et C2 (articulation sph�erique) sont

{ en B2 : RB 2x , RB 2y, RB 2z, MB 2 x , MB 2y = 0 et MB 2z.

{ en C2 : � RC2 x , � RC2 y, � RC2z, � MC2 x = 0, � MC2 y = 0 et � MC2z = 0.

et on obtient

X
F

�
�
�
corps5

=

2

6
6
6
4

RB 2x � RC2x

RB 2y � RC2y

RB 2z � RC2z

3

7
7
7
5

= m5•cm 5 +

2

6
6
6
4

0

0

m5g

3

7
7
7
5

= � f5 (B.5)

X
M

�
�
�
CD M du corps5

=

2

6
6
6
6
4

MB 2 x + (RB 2y + RC2y) l5
2 sin� 2

� (RB 2 x + RC2x ) l5
2 sin� 2 + (RB 2z + RC2z) l5

2 cos� 2

MB 2z � (RB 2y + RC2 y) l5
2 cos� 2

3

7
7
7
7
5

= Q I 5I 5QT
I 5 _! 5 + ! 5 � (Q I 5I 5QT

I 5! 5) = � m5 (B.6)

Pour le DCL du corps6, on posequelesr�eactionsaux articulations A2 (articulation

roto•�de motoris�ee)et B2 (articulation roto•�de) sont

{ en A2 : RA 2x , RA 2y , RA 2z, MA 2x , MA 2y = � � 2 et MA 2z.

{ en B2 : � RB 2 x , � RB 2 y, � RB 2 z, � MB 2 x , � MB 2 y = 0 et � MB 2z.

et on tire que

X
F

�
�
�
corps6

=

2

6
6
6
4

RA 2x � RB 2x

RA 2y � RB 2y

RA 2z � RB 2z

3

7
7
7
5

= m6•cm 6 +

2

6
6
6
4

0

0

m6g

3

7
7
7
5

= � f6 (B.7)

X
M

�
�
�
CD M du corps6

=

2

6
6
6
6
4

MA 2x � MB 2x + (RA 2y + RB 2y) l6
2 sin� 2

� � 2 � (RA 2x + RB 2x ) l6
2 sin� 2 + (RA 2z + RB 2z) l6

2 cos� 2

MA 2z � MB 2z � (RA 2y + RB 2y) l6
2 cos� 2

3

7
7
7
7
5

= Q I 6I 6QT
I 6 _! 6 + ! 6 � (Q I 6I 6QT

I 6! 6) = � m6 (B.8)

Dans le plan yz on retrouve lescorps7, 11 et 12. Le DCL du corps7 est repr�esent�e

�a la �gure B.2. Or, en consid�erant l'e�et du cardan en B3 avecMB 3x7 = MB 3y7 = 0, on
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PSfrag replacements

A3 (moteur)

B3 (cardan)

f7

m7

RA 3x
RA 3y
RA 3z

MA 3x = � 3
MA 3y
MA 3z

� RB 3x
� RB 3 y
� RB 3z

� MB 3 x = 0
� MB 3 y = MB 3 z7 sin� 3
� MB 3 z = � MB 3 z7 cos� 3

� 3

� 3

y

z

y7

z7

Fig. B.2 { DCL du corps7.

tire que
2

6
6
6
4

MB 3x

MB 3y

MB 3z

3

7
7
7
5

= Q I 7

2

6
6
6
4

MB 3x7

MB 3y7

MB 3z7

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

0

� MB 3 z7 sin� 3

MB 3z7 cos� 3

3

7
7
7
5

(B.9)

o�u la matrice de rotation Q I 7 est pr�esent�ee �a l' �equation (1.126). Ainsi, on obtient les

�equationssuivantes

X
F

�
�
�
corps 7

=

2

6
6
6
4

RA 3x � RB 3x

RA 3y � RB 3y

RA 3z � RB 3z

3

7
7
7
5

= m7•cm 7 +

2

6
6
6
4

0

0

m7g

3

7
7
7
5

= � f7 (B.10)

X
M

�
�
�
CD M du corps 7

=

2

6
6
6
6
4

� 3 + (RA 3y + RB 3y) l7
2 sin� 3 � (RA 3z + RB 3z) l7

2 cos� 3

MA 3y + MB 3z7 sin� 3 � (RA 3x + RB 3x ) l7
2 sin� 3

MA 3z � MB 3z7 cos� 3 + (RA 3x + RB 3x ) l7
2 cos� 3

3

7
7
7
7
5

= Q I 7I 7QT
I 7 _! 7 + ! 7 � (Q I 7I 7QT

I 7! 7) = � m7 (B.11)

Concernant le DCL du corps 11, les r�eactions aux articulations B4 (articulation

roto•�de) et C4 (articulation sph�erique) sont

{ en B4 : RB 4x , RB 4y, RB 4z, MB 4 x = 0, MB 4y et MB 4z.

{ en C4 : � RC4 x , � RC4 y, � RC4z, � MC4 x = 0, � MC4 y = 0 et � MC4z = 0.



124

et on trouve que

X
F

�
�
�
corps11

=

2

6
6
6
4

RB 4x � RC4x

RB 4y � RC4y

RB 4z � RC4z

3

7
7
7
5

= m11•cm 11 +

2

6
6
6
4

0

0

m11g

3

7
7
7
5

= � f11 (B.12)

X
M

�
�
�
CD M du corps11

=

2

6
6
6
6
4

(RB 4y + RC4y) l11
2 sin� 4 � (RB 4z + RC4z) l11

2 cos� 4

MB 4y � (RB 4x + RC4x ) l11
2 sin� 4

MB 4z + (RB 4x + RC4x ) l11
2 cos� 4

3

7
7
7
7
5

= Q I 11I 11QT
I 11 _! 11 + ! 11 � (Q I 11I 11QT

I 11! 11)

= � m11 (B.13)

Pour le DCL du corps12, on a que les r�eactionsaux articulations A4 (articulation

roto•�de motoris�ee)et B4 (articulation roto•�de) sont

{ en A4 : RA 4x , RA 4y , RA 4z, MA 4x = 0, MA 4y et MA 4z.

{ en B4 : � RB 4 x , � RB 4 y, � RB 4 z, � MB 4 x = 0, � MB 4 y et � MB 4z.

et on a que

X
F

�
�
�
corps12

=

2

6
6
6
4

RA 4x � RB 4x

RA 4y � RB 4y

RA 4z � RB 4z

3

7
7
7
5

= m12•cm 12 +

2

6
6
6
4

0

0

m12g

3

7
7
7
5

= � f12 (B.14)

X
M

�
�
�
CD M du corps12

=

2

6
6
6
6
4

(RA 4y + RB 4y) l12
2 sin� 4 � (RA 4z + RB 4z) l12

2 cos� 4

MA 4y + MB 4 y � (RA 4x + RB 4 x) l12
2 sin� 4

MA 4z � MB 4z + (RA 4x + RB 4x ) l12
2 cos� 4

3

7
7
7
7
5

= Q I 12I 12QT
I 12 _! 12 + ! 12 � (Q I 12I 12QT

I 12! 12)

= � m12 (B.15)

B.2 DCL du solide 1

La �gure B.3 montre le DCL du solide1 avec lesdi� �erentes r�eactionsaux articula-

tions C1, C2 et C3. De cette fa�con,en e�ectuant un bilan desforcesau niveaudu solide
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PSfrag replacements

C2 (sph�erique)

C3 (sph�erique)

C1 (sph�erique)
O0

r 1

r 2

r 3 fsolide 1

m solide 1

RC2x
RC2 y
RC2z

MC2x = 0
MC2 y = 0
MC2z = 0

RC3x
RC3 y
RC3z

MC3x = 0
MC3 y = 0
MC3z = 0

RC1x
RC1 y
RC1z

MC1x = 0
MC1 y = 0
MC1z = 0

Fig. B.3 { DCL du solide1.

1, on obtient les �equationssuivantes

X
F

�
�
�
solide 1

=

2

6
6
6
4

RC1x + RC2x + RC3x

RC1y + RC2 y + RC3y

RC1z + RC2z + RC3z

3

7
7
7
5

= msolide 1•cm solide 1 +

2

6
6
6
4

0

0

msolide 1g

3

7
7
7
5

= � fsolide 1 (B.16)

Pour lesmoments, on a que lesr�eactionsaux articulations produisent lesmoments M q

(q = 1;2;3) suivants

M qjCD M du solide 1 = r q � Fq =

2

6
6
6
4

rqyFqz � rqzFqy

rqzFqx � rqxFqz

rqxFqy � rqyFqx

3

7
7
7
5

; q = 1;2;3 (B.17)

avec

r q = cq � cm solide 1

= [cqx � cm solide 1 x ;cqy � cm solide 1 y;cqz � cm solide 1 z]T ; q = 1;2;3 (B.18)

Fq = [RCqx ;RCqy;RCqz]T ; q = 1;2;3 (B.19)

o�u lesvecteurscq et cm solide 1 sont respectivement �evalu�esaux �equations(1.7) et (A.24).

Donc, la sommedesmoments au CDM du solide1 devient

X
M

�
�
�
CD M du solide 1

=
3X

q=1

M qjCD M du solide 1

= Q I solide 1I solide 1QT
I solide 1 _! solide 1 +

! solide 1 � (Q I solide 1I solide 1QT
I solide 1! solide 1)

= � m solide 1 (B.20)
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avec

3X

q=1

M qjCD M du solide 1 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

(c1y � cm solide 1 y)RC1z � (c1z � cm solide 1 z)RC1y+

(c2y � cm solide 1 y)RC2z � (c2z � cm solide 1 z)RC2y+

(c3y � cm solide 1 y)RC3z � (c3z � cm solide 1 z)RC3y

(c1z � cm solide 1 z)RC1x � (c1x � cm solide 1 x )RC1z+

(c2z � cm solide 1 z)RC2x � (c2x � cm solide 1 x )RC2z+

(c3z � cm solide 1 z)RC3x � (c3x � cm solide 1 x )RC3z

(c1x � cm solide 1 x )RC1y � (c1y � cm solide 1 y)RC1x+

(c2x � cm solide 1 x )RC2y � (c2y � cm solide 1 y)RC2x+

(c3x � cm solide 1 x )RC3y � (c3y � cm solide 1 y)RC3x

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(B.21)

B.3 DCL du solide 2

La �gure B.4 indique le DCL associ�e au solide 2. En e�ectuant le bilan desforces

PSfrag replacements

B3 (cardan)

C3 (sph�erique)

C4 (sph�erique)

Dz2

y2

axe k y
�

r 1 r 2

r 3

fsolide 2

m solide 2

RB 3x
RB 3y
RB 3z

MB 3x = 0
MB 3y = � MB 3 z7 sin� 3
MB 3z = MB 3z7 cos� 3

� RC3 x
� RC3y
� RC3 z

� MC3 x = 0
� MC3 y = 0
� MC3 z = 0

RC4x
RC4y
RC4z

MC4 x = 0
MC4y = 0
MC4z = 0

z

y

Fig. B.4 { DCL du solide2.
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sur le solide2, on trouve les �equationssuivantes

X
F

�
�
�
solide 1

=

2

6
6
6
4

RB 3x + RC4x � RC3x

RB 3y + RC4y � RC3 y

RB 3z + RC4z � RC3z

3

7
7
7
5

= msolide 2•cm solide 2 +

2

6
6
6
4

0

0

msolide 2g

3

7
7
7
5

= � fsolide 2 (B.22)

Concernant lesmoments obtenus au CDM produits par lesr�eactionsaux articulations,

on tire que

M qjCD M du solide 2 = r q � Fq =

2

6
6
6
4

rqyFqz � rqzFqy

rqzFqx � rqxFqz

rqxFqy � rqyFqx

3

7
7
7
5

; q = 1;2;3 (B.23)

avec

r 1 = c3 � cm solide 2

= [c3x � cm solide 2 x ;c3y � cm solide 2 y;c3z � cm solide 2 z]T (B.24)

r 2 = c4 � cm solide 2

= [c4x � cm solide 2 x ;c4y � cm solide 2 y;c4z � cm solide 2 z]T (B.25)

r 3 = b3 � cm solide 2

= [b3x � cm solide 2 x ;b3y � cm solide 2 y;b3z � cm solide 2 z]T (B.26)

F1 = [� RC3x ; � RC3y ; � RC3 z]T (B.27)

F2 = [RC4x ;RC4y;RC4 z]T (B.28)

F3 = [RB 3x ;RB 3y;RB 3z]T (B.29)

o�u les vecteursc3, c4, b3 et cm solide 2 sont respectivement �evalu�esaux �equations(1.7),

(1.14), (1.42) et (A.58). Donc, la sommedesmoments au CDM du solide2 est

X
M

�
�
�
CD M du solide 2

=
3X

q=1

M qjCD M du solide 2 +

2

6
6
6
4

0

� MB 3 z7 sin� 3

MB 3z7 cos� 3

3

7
7
7
5

= Q I solide 2I solide 2QT
I solide 2 _! solide 2 +

! solide 2 � (Q I solide 2I solide 2QT
I solide 2! solide 2)

= � m solide 2 (B.30)
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avec

3X

q=1

M qjCD M du solide 2 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

(c3y � cm solide 2 y)( � RC3z) � (c3z � cm solide 2 z)( � RC3y)+

(c4y � cm solide 2 y)RC4z � (c4z � cm solide 2 z)RC4y+

(b3y � cm solide 2 y)RB 3z � (b3z � cm solide 2 z)RB 3y

(c3z � cm solide 2 z)( � RC3x ) � (c3x � cm solide 2 x )( � RC3z)+

(c4z � cm solide 2 z)RC4x � (c4x � cm solide 2 x )RC4z+

(b3z � cm solide 2 z)RB 3x � (b3x � cm solide 2 x )RB 3z

(c3x � cm solide 2 x )( � RC3 y) � (c3y � cm solide 2 y)( � RC3 x )+

(c4x � cm solide 2 x )RC4y � (c4y � cm solide 2 y)RC4x+

(b3x � cm solide 2 x )RB 3y � (b3y � cm solide 2 y)RB 3x

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(B.31)
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Annexe C

Mo d�elisation des corps du

MPS4DDL

C.1 Tiges de longueur l

Puisquechaquetige est mod�elis�eecommepar un cylindre de longueur l et de rayon

r l , la masseest

mtig e i = �� r 2
l l ; i = 1;2;3 (C.1)

et la matrice d'inertie exprim�eeau CDM dans le rep�ere R � est exprim�eepar

I tig e i =

2

6
6
6
6
6
4

mtig e i
r 2

l
2 0 0

0 mtig e i

�
l2

12 + r 2
l
4

�

0

0 0 mtig e i

�
l2

12 + r 2
l
4

�

3

7
7
7
7
7
5

; i = 1;2;3 (C.2)
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De plus, la matrice de rotation du rep�ereR � par rapport au rep�ere �xe est

Q I tig e i = QQ  i Q � ; i = 1;2;3 (C.3)

avec

Q � = Qy i

�
�
�
� �

=

2

6
6
6
4

cos(� � ) 0 sin(� � )

0 1 0

� sin(� � ) 0 cos(� � )

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

cos� 0 � sin�

0 1 0

sin� 0 cos�

3

7
7
7
5

(C.4)

C.2 Plate-forme

On peut mod�eliser la plate-forme comme un disque de rayon r et d'�epaisseurer

munie d'un cylindre (qui glisse�a l'in t�erieur de l'actionneur prismatique) de longueur

h1 et de rayon r 1 (voir la �gure C.1).

PSfrag replacements

er

er
2 h1

2

h1

h

r

r1

G1 P F

GP F

G2 P F

z0

O0 plan x0y0

Fig. C.1 { Mod�elisation de la plate-forme.

En segmentant ce solide form�e par le disque (� = 1) et le cylindre (� = 2), not�e

PF , on �evalue samassepar l' �equation suivante

mP F =
2X

� =1

m� P F (C.5)
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avec

m1 P F = �� r 2er (C.6)

m2 P F = �� r 2
1h1 (C.7)

Le CDM de chaquecorps� exprim�e dans le rep�eremobile est

G1 P F = [0;0;h]T (C.8)

G2 P F =

"

0;0;h �
er + h1

2

#T

(C.9)

et la position du CDM du solidePF est

GP F = [GP F x0;GP F y0;GP F z0]T (C.10)

avec

GP F x0 =
P 2

� =1 G� P F x0 m� P F
P 2

� =1 m� P F
= 0 (C.11)

GP F y0 =
P 2

� =1 G� P F y0 m� P F
P 2

� =1 m� P F
= 0 (C.12)

GP F z0 =
P 2

� =1 G� P F z0 m� P F
P 2

� =1 m� P F
= h �

r 2
1h1(er + h1)

2(r 2er + r 2
1h1)

(C.13)

Concernant les matrices d'inertie des 2 corps de la plate-forme (� = 1;2), exprim�ees

dans le rep�ere mobile au CDM de celle-ci,on a que

I � P F =

2

6
6
6
4

I x0x0 � P F � I x0y0 � P F � I x0z0 � P F

� I y0x0 � P F I y0y0 � P F � I y0z0 � P F

� I z0x0 � P F � I z0y0 � P F I z0z0 � P F

3

7
7
7
5

; � = 1;2 (C.14)

o�u (I x0y0 � P F = I y0x0 � P F , I x0z0 � P F = I z0x0 � P F et I y0z0 � P F = I z0y0 � P F pour � = 1;2)

I x0x0 1 P F = m1 P F

"
e2

r

12
+

r 2

4

#

+ m1 P F [(G1 P F y0 � GP F y0)2 +

(G1 P F z0 � GP F z0)2] (C.15)

I y0y0 1 P F = m1 P F

"
e2

r

12
+

r 2

4

#

+ m1 P F [(G1 P F x0 � GP F x0)2 +

(G1 P F z0 � GP F z0)2] (C.16)

I z0z0 1 P F = m1 P F

"
r 2

2

#

+ m1 P F [(G1 P F x0 � GP F x0)2 +

(G1 P F y0 � GP F y0)2] (C.17)
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I x0x0 2 P F = m2 P F

"
h2

1

12
+

r 2
1

4

#

+ m2 P F [(G2 P F y0 � GP F y0)2 +

(G2 P F z0 � GP F z0)2] (C.18)

I y0y0 2 P F = m2 P F

"
h2

1

12
+

r 2
1

4

#

+ m2 P F [(G2 P F x0 � GP F x0)2 +

(G2 P F z0 � GP F z0)2] (C.19)

I z0z0 2 P F = m2 P F

"
r 2

1

2

#

+ m2 P F [(G2 P F x0 � GP F x0)2 +

(G2 P F y0 � GP F y0)2] (C.20)

I x0y0 � P F = m� P F (G� P F x0 � GP F x0)(G� P F y0 � GP F y0); � = 1;2 (C.21)

I y0z0 � P F = m� P F (G� P F y0 � GP F y0)(G� P F z0 � GP F z0); � = 1;2 (C.22)

I x0z0 � P F = m1 P F (G� P F x0 � GP F x0)(G� P F z0 � GP F z0); � = 1;2 (C.23)

Bien que la position desCDM descorpsd�ependent de h (voir les�equation (C.8) et

(C.9)), on remarqueque la position relative du CDM d'un corpspar rapport au CDM

du solidene changepas.Cette observation permet d'�etablir que

(G� P F x0 � GP F x0) = 0; � = 1;2 (C.24)

(G� P F y0 � GP F y0) = 0; � = 1;2 (C.25)

(G1 P F z0 � GP F z0) =
r 2

1h1(er + h1)
2(r 2er + r 2

1h1)
(C.26)

(G2 P F z0 � GP F z0) =
r 2

1h1(er + h1)
2(r 2er + r 2

1h1)
�

er + h1

2
(C.27)

Ainsi, les�el�ements dela matrice d'inertie d�ependent seulement deparam�etresg�eom�etriques

(pasde la distanceh qu'on fait varier avecl'actionneur prismatique). Donc, l' �evaluation

de la matrice d'inertie au CDM de la plate-forme, exprim�ee dans le rep�ere mobile

R 0
x0y0z0, est

I P F =
2X

� =1

I � P F (C.28)

et la matrice de rotation reli�ee�a la plate-formeest

Q I P F = Q (C.29)
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C.3 Actionneur prismatique

L'actionneur prismatiqueestmod�elis�ecommeun cylindre derayon r 2 et de longueur

h2 sur lequelon retrouveunecavit �ecylindrique delongueurh3 et derayon r 3 qui permet

de guider le mouvement du cylindre de longueurh1 attach�e au disquede la plate-forme

(voir la �gure C.2).

PSfrag replacements

h3
2h2

2

h3

h2

r3

r2

G1 P

GP

G2 P

z0

O0 plan x0y0

Fig. C.2 { Mod�elisation de l'actionneur prismatique.

En segmentant ce solide, not�e P, form�e du cylindre plein (� = 1) et du cylindre

vide (� = 2), on �evalue samassepar l' �equation suivante

mP =
2X

� =1

m� P (C.30)

avec

m1 P = �� r 2
2h2 (C.31)

m2 P = � �� r 2
3h3 (C.32)

Le CDM de chaquecorps� exprim�e dansce rep�ere mobile est

G1 P =

"

0;0;
h2

2

#T

(C.33)
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G2 P =

"

0;0;h2 �
h3

2

#T

(C.34)

et la position du CDM du solideP est

GP = [GP x0;GP y0;GP z0]T (C.35)

avec

GP x0 =
P 2

� =1 G� P x0 m� P
P 2

� =1 m� P
= 0 (C.36)

GP y0 =
P 2

� =1 G� P y0 m� P
P 2

� =1 m� P
= 0 (C.37)

GP z0 =
P 2

� =1 G� P z0 m� P
P 2

� =1 m� P
=

h2
2 r 2

2h2 � (h2 � h3
2 )r 2

3h3

r 2
2h2 � r 2

3h3
(C.38)

Concernant les matrices d'inertie des 2 corps de l'actionneur prismatique (� = 1;2),

exprim�eesdans le rep�ere mobile au CDM du solide,on a que

I � P =

2

6
6
6
4

I x0x0 � P � I x0y0 � P � I x0z0 � P

� I y0x0 � P I y0y0 � P � I y0z0 � P

� I z0x0 � P � I z0y0 � P I z0z0 � P

3

7
7
7
5

; � = 1;2 (C.39)

o�u (I x0y0 � P = I y0x0 � P , I x0z0 � P = I z0x0 � P et I y0z0 � P = I z0y0 � P pour � = 1;2)

I x0x0 1 P = m1 P

"
h2

2

12
+

r 2
2

4

#

+ m1 P [(G1 P y0 � GP y0)2 + (G1 P z0 � GP z0)2] (C.40)

I y0y0 1 P = m1 P

"
h2

2

12
+

r 2
2

4

#

+ m1 P [(G1 P x0 � GP x0)2 + (G1 P z0 � GP z0)2] (C.41)

I z0z0 1 P = m1 P

"
r 2

2

2

#

+ m1 P [(G1 P x0 � GP x0)2 + (G1 P y0 � GP y0)2] (C.42)

I x0x0 2 P = m2 P

"
h2

3

12
+

r 2
3

4

#

+ m2 P [(G2 P y0 � GP y0)2 + (G2 P z0 � GP z0)2] (C.43)

I y0y0 2 P = m2 P

"
h2

3

12
+

r 2
3

4

#

+ m2 P [(G2 P x0 � GP x0)2 + (G2 P z0 � GP z0)2] (C.44)

I z0z0 2 P = m2 P

"
r 2

3

2

#

+ m2 P [(G2 P x0 � GP x0)2 + (G2 P y0 � GP y0)2] (C.45)

I x0y0 � P = m� P (G� P x0 � GP x0)(G� P y0 � GP y0); � = 1;2 (C.46)

I y0z0 � P = m� P (G� P y0 � GP y0)(G� P z0 � GP z0); � = 1;2 (C.47)

I x0z0 � P = m1 P (G� P x0 � GP x0)(G� P z0 � GP z0); � = 1;2 (C.48)
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ce qui nous conduit �a l' �evaluation de la matrice d'inertie au CDM de l'actionneur

prismatique, exprim�eedans le rep�ere mobile R 0
x0y0z0, avec

I P =
2X

� =1

I � P (C.49)

et la matrice de rotation entre ce rep�ere mobile et le rep�ere �xe est

Q I P = Q (C.50)
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Annexe D

Mo d�elisation des corps du

MHS4DDL

D.1 Stabilisateurs

Chaquestabilisateur est compos�e de 2 tiges: la premi�erede longueurl � 1 et de rayon

r l � 1
, la secondede longueur l � 2 et de rayon r l � 2

. Ainsi, on a que la massedestiges est

donn�eepar

mS1i S2i = �� r 2
l � 1

l � 1 ; i = 1;2;3 (D.1)

mS2i S3i = �� r 2
l � 2

l � 2 ; i = 1;2;3 (D.2)
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Concernant les matrices d'inertie des tiges exprim�eesau CDM dans le rep�ere R � 1 et

R � 2 , on a que

I S1i S2i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

mS1i S2i

r 2
l � 1
2 0 0

0 mS1i S2i

 
l2
� 1
12 +

r 2
l � 1
4

!

0

0 0 mS1i S2i

 
l2
� 1
12 +

r 2
l � 1
4

!

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; i = 1;2;3 (D.3)

I S2i S3i =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

mS2i S3i

r 2
l � 2
2 0 0

0 mS2i S3i

 
l2
� 2
12 +

r 2
l � 2
4

!

0

0 0 mS2i S3i

 
l2
� 2
12 +

r 2
l � 2
4

!

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

; i = 1;2;3 (D.4)

et les matrices de rotation du rep�ere R � 1 et du rep�ere R � 2 par rapport au rep�ere �xe

sont

Q I S1i S2i = QQ  i Q&i Q � 1 ; i = 1;2;3 (D.5)

Q I S2i S3i = QQ  i Q&i Q � 2 ; i = 1;2;3 (D.6)

avec

Q � 1 = Qy&i

�
�
�
� � 1

=

2

6
6
6
4

cos� 1 0 � sin� 1

0 1 0

sin� 1 0 cos� 1

3

7
7
7
5

(D.7)

Q � 2 = Qy&i

�
�
�
� � 2

=

2

6
6
6
4

cos� 2 0 � sin� 2

0 1 0

sin� 2 0 cos� 2

3

7
7
7
5

(D.8)

D.2 M �ecanisme de translation

Le m�ecanismede translation est mod�elis�e par desmembrures.Commeil est indiqu�e

�a la �gure 3.5, cesmembrures relient lespoints P1 �a P2 (de longueurl2 et de rayon r l2 ),

P4 �a P2 (de longueur l3 et de rayon r l3 ), P1 �a P3 (de longueur l2 et de rayon r l2 ) et P4

�a P3 (de longueur l3 et de rayon r l3 ). Donc, la massede cescorpsest donn�eepar

mP1P2 = mP1P3 = ml2 = �� r 2
l2 l2 (D.9)

mP4P2 = mP4P3 = ml3 = �� r 2
l3 l3 (D.10)
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Pour d�e�nir la matrice d'inertie exprim�ee au CDM de chaque corps, on associe un

rep�ere mobile li�e �a chacune des membrures dont l'indice du rep�ere correspond aux

points d�e�nissant les extr�emit�es de chaque membrure. Comme il est montr �e sur la

�gure 3.5(a), les axesxP1P2 , xP4P2 , xP1P3 et xP4P3 suivent l'axe de chaquemembrure et

lesaxesyP1P2 , yP4P2 , yP1P3 et yP4P3 sont orient�esdansle mêmesenset la mêmedirection

que l'axe y� . Ainsi, on a que

I P1P2 = I P1P3 =

2

6
6
6
6
6
4

ml2
r 2

l 2
2 0 0

0 ml2

�
l2
2

12 +
r 2

l 2
4

�

0

0 0 ml2

�
l2
2

12 +
r 2

l 2
4

�

3

7
7
7
7
7
5

(D.11)

I P4P2 = I P4P3 =

2

6
6
6
6
6
4

ml3
r 2

l 3
2 0 0

0 ml3

�
l2
3

12 +
r 2

l 3
4

�

0

0 0 ml3

�
l2
3

12 +
r 2

l 3
4

�

3

7
7
7
7
7
5

(D.12)

et les matrices de rotation desrep�eresli�esaux membrures par rapport au rep�ere �xe

sont

Q I k = QQ  1 Q&1 Q � Qk ; k = P1P2;P4P2;P1P3;P4P3 (D.13)

avec

QP1P2 = Qy�

�
�
�
� ( �

2 � � 4)
=

2

6
6
6
4

cos
�
� �

2 + � 4

�
0 sin

�
� �

2 + � 4

�

0 1 0

� sin
�
� �

2 + � 4

�
0 cos

�
� �

2 + � 4

�

3

7
7
7
5

(D.14)

QP4P2 = Qy�

�
�
�
� ( 3�

2 + #)
=

2

6
6
6
4

cos
�
� 3�

2 � #
�

0 sin
�
� 3�

2 � #
�

0 1 0

� sin
�
� 3�

2 � #
�

0 cos
�
� 3�

2 � #
�

3

7
7
7
5

(D.15)

QP1P3 = Qy�

�
�
�
� ( �

2 + � 4)
=

2

6
6
6
4

cos
�
� �

2 � � 4

�
0 sin

�
� �

2 � � 4

�

0 1 0

� sin
�
� �

2 � � 4

�
0 cos

�
� �

2 � � 4

�

3

7
7
7
5

(D.16)

QP4P3 = Qy�

�
�
�
� ( 3�

2 � #)
=

2

6
6
6
4

cos
�
� 3�

2 + #
�

0 sin
�
� 3�

2 + #
�

0 1 0

� sin
�
� 3�

2 + #
�

0 cos
�
� 3�

2 + #
�

3

7
7
7
5

(D.17)
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D.3 Plate-forme du m�ecanisme hybride

Pour simpli�er la mod�elisation de la plate-forme du m�ecanismehybride, on va

mod�eliser celle-cipar un disquede rayon r et d'�epaisseurer . Ainsi, on a que la masse

est donn�eepar

mP F = �� r 2er (D.18)

et l'orientation dececorpsestdonn�epar la matrice derotation du rep�eremobileR 0
x0y0z0,

c'est-�a-dire que

Q I P F = Q (D.19)

Donc, en consid�erant la même orientation que le rep�ere mobile, la matrice d'inertie

�evalu�eeau CDM correspond �a

I P F =

2

6
6
6
4

mP F

�
e2

r
12 + r 2

4

�
0 0

0 mP F

�
e2

r
12 + r 2

4

�
0

0 0 mP F
r 2

2

3

7
7
7
5

(D.20)


